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Uvod

Uvod

Kvantov4 mechanika sa zaoberd popisom pre nés neviditelného mikrosveta atémov,
molekil a elementarnych castic hmoty. Jej zdklady vybudovali v prvej tretine 20. sto-
rocia taki vyznamni fyzici ako Max Planck, Albert Einstein, Niels Bohr, Louis de
Broglie, Erwin Schoédinger, ¢i Werner Heisenberg.

Kvantova tedria vniesla do fyziky prvok ndhody a indeterminizmu, pretoZe sa
ukéazalo, ze klasicky popis polohy pomocou trajektorie a rychlosti objektov pre mik-
rocastice nefunguje. Vyslo najavo, ze elementarne castice hmoty v skutocnosti nie
sa ani ¢asticami ani vlnami. Sa to jednoducho kvantové objekty, ktorych spravanie
sa vymyké nasej beznej sktisenosti a predstavam. To ndm vSak nebrani toto podivné
spravanie uspesne popisat pomocou pravidiel kvantovej mechaniky.

Napriek tomu, Ze sa fyzici museli vzdat spominaného klasického popisu pohybu
¢astic pomocou veli¢in poloha a rychlost, prax ukézala, Ze kvantovd mechanika je
jednou z najpresnejsich vedeckych tedrii, aké nasa civilizacia vytvorila. Svedéi o
tom napr. porovnanie! teoreticky urcenej prahovej hodnoty vlnovej dlzky ultrafia-
lového svetla, ktoré uz sposobi ionizaciu atému hélia, 50.4259310 + 0.0000020 nm, s
experimentalne ur¢enou hodnotou 50.4259299 4+ 0.0000004 nm. V ramci neurcitosti
merania a vypoc¢tu ide o excelentnt zhodu.

Pre laikov—nefyzikov to znie aZ neuveritelne, Ze s aplikdciami kvantove] me-
chaniky sa stretavame prakticky kazdy den. Tato tedria polozila zaklady modernej
elektroniky, nanotechnolégii, fyziky materidlov ¢i fyzikalnej chémie. Je délezitym
¢lankom vo vysvetleni vyvoja hviezd. Na kvantovej mechanike spociva fungovanie
osobnych poéitadov, mobilnych telefénov, laserov a mnoho dalsich elektronickych
zariadeni. Jednou z aplikacii kvantovej mechaniky je aj zobrazovanie pomocou jad-
rovej magnetickej rezonancie (MRI), ktord ma nesmierny vyznam v medicine.

Z prehladového ¢lanku Styer et al. (2002) sa dozvedame, Ze v priebehu 20. storo-

¢ia bolo vytvorengch 9 formulacii kvantovej mechaniky?. Medzi najznamejsie patri

'Podla knihy D. Styera (Styer, 2000).
2Heisenbergova, Schridingerova, Feynmanova, Wignerova, formulacia pomocou matice hustoty,
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Schrodingerova, Heisenbergova a Feynmanova. Kazdé z nich zachytava jedinec¢ny
matematicky popis jednej a tej istej fyzikalnej tedrie. Jednotlivé formulacie st nielen
matematicky ekvivalentné, ale sa navzijom aj dopliiaji — kde jedna matematicky
prili§ komplikuje rieSenie problému, ind mdZe postup znacne zjednodusit.

Feynmanova formulécia bola vypracovana v roku 1942 genidlnym fyzikom i udi-
telom Richardom P. Feynmanom. Této tedria sa nazyva tiez amplitidova kvantova
mechanika, kedZe jej zakladnym (primitivnym) pojmom je kvantova amplituda. Ma
vSak aj mnoho inych néazvov, ktoré sa odvijaju od jej hlavnej mySlienky sumacie
cez vSetky trajektdrie, napr. ,metéda suctu cez vsetky drahy“, ,metdda sictu cez
vSetky histérie“ ¢i ,,metéda drahovych integralov“. Matematicky aparat Feynmano-
vej formulacie, metéda drahovych integralov, ma rozsiahle aplikacie aj v kvantovej
chromodynamike, Statistickej fyzike, tedrii tuhych latok, fyzike polymérom, tedrii
chaosu ¢i dokonca vo finan¢nej matematike.

Vdaka vyznamnu a vSestrannému vyuzitiu sa Feynmanov pristup stéva Stan-
dardnym uz aj vo vysokoSkolskych ucebniciach kvantovej mechaniky, napr. v USA
sa bezne v avodnych kurzoch pouziva kniha R. Shankara Principles of Quantum
Mechanics (Shankar, 1994), v eurépe vysla ucebnica H. J. W. Miiller-Kirstena Intro-
duction to Quantum Mechanics: Schrodinger Equation And Path Integral (Kirsten,
2006) a v Cechach je Feynmanov pristup zakomponovany v novej edicii uéebnic J.
Formanka Uvod do kvantové teorie I.,II. (Formanek, 2004).

Feynmanov pristup z pohladu didaktiky fyziky

.....

novu tedriu nenadjdeme. Dévodom je predstava, ze Feynmanov pristup je mate-
maticky velmi narocny, preto hlavna pozornost sa vo vyucébe stile upriamuje na
Schodingerovu formuléciu. Za poslednych 15 rokov vSak didaktika kvantovej mecha-
niky s vyuzitim modelovania a simulécii na osobnych poéitacoch pokrocila natolko
(Taylor, 1998; Styer, 2000; Ogborn, 2000, 2001; Han¢, 2005), ze hlavné myslienky
Feynmanovej kvantovej mechaniky je mozné podaf Studentom s vyuzitim iba ele-
mentérnej (stredogkolskej) algebry a geometrie.

7 didaktického hladiska je hlavnou vyhodou Feynmanovej formul4cie matema-

tickd jednoduchost zékladnych pojmov a principov, pomocou ktorych je mozné

formulécia druhého kvantovania, variaéna formulécia, formulacia pomocou de Broglieho vin-pilotov,
Hamiltonova-Jakobiho formulécia.

3 Ako ukazuje doterajsi didakticky vyskum vo vy&sie uvedenych publikacidch, vdaka tomu mozu
zéklady kvantovej mechaniky preberaf neformélne $tudenti uz v nizsich roénikoch VS ako to bolo

doteraz a to dokonca s vyssim konceptualnym porozumenim a lepsou fyzikalnou intuiciou.




Uvod

uskuto¢nit mnoho kvalitativnych predpovedi a ziskaf ovela lepsi fyzikalny cit pre
spravanie sa kvantovych objektov ako pri tradi¢nej vyucbe kvantovej mechaniky.

V pripade Schrodingerovej formuldcie, ak mé Student rozumiet tomu, ako vy-
plyvaju vysledky z pouzitej tedrie, je priam nemozné vyhnit sa tedrii a poznatkom
diferenciadlneho, integralneho poctu a diferencidlnych rovnic. Matematizacia a abs-
traktnost potom stazuje chédpanie Studentom do takej miery, Ze podrobny prieskum
(Singh, Belloni, Christian, 2006) napr. na americkych vysokych skolach ukazal, ze
az 71% studentov po absolvovani klasického kurzu kvantovej mechaniky* nevedelo
spravne popisat, kedy je mozné pouzit bezéasovi Schrodingerovu rovnicu.

V kvantovej mechanike nie je mozné uskutoctiovat experimenty priamo pocas
vyucovania tak jednoducho ako vo vyucbe klasickej fyziky. Preto je v sicasnosti ne-
odmyslitelnou stcastou vyucby kvantovej mechaniky, a to aj Feynmanovej formulé-
cie, pouzitie pocitacov. Interaktivny softvér dokaze do znac¢nej miery nahradit redlne
experimenty. Navyse pouzitim pocitacového modelu moézeme experiment mnohokrat
opakovat za roznych pociatoénych podmienok. Stucastny softvér pre Feynmanovu
formulaciu v8ak pochadza zvicsa z konca 90. rokov, a teda je uz zastaraly, pripadne
nefunguje na vSetkych platformach (Taylor, 2000; Han¢, 2005).

Praca je rozdelena na dve kapitoly. V prvej kapitole si strucne sformulované
zékladné pojmy a myslienky Feynmanovho pristupu na jednoduchom ilustracnom
priklade, ktory sme nazvali kvantovy biliard. Nasleduje vysvetlenie, ako vyplyvaja
de Broglieho viny z Feynamovej formulacie. Z lokalneho popisu de Broglieho viny
odvodime elementarnym geometrickym sp6sobom s vyuzitim Pytagorovej vety bez-
¢asovi Schrodingerovu rovnicu pre volné ¢astice a heuristicky ju rozsirime na pripad
castic v nenulovom potenciali.

V druhej kapitole ziskané fyzikalne poznatky aplikujeme pri pocita¢ovom mode-
lovani — vytvoreni java appletu v prostredi EJS, ktory bude hladat vlastné hodnoty
energie viazanych stavov v prakticky Iubovolnom jednorozmernom potencidli a to
matematicky nenaroénym numerickym rieSenim bezcasovej Schrédingerovej rovnice
zaloZenom na numerickej metéde nazyvanej metéda strelby.

Nakoniec je praca doplnend prilohami pre matematicky erudovaného citatela z
vysokoskolskym vzdelanim, v ktorych najde zodpovedajice odvodenia s vyuzitim
vys$Sej matematiky a taktiez aj struény popis EJS s odkazmi na podrobnejsie mate-
rialy. Prilohy A, B vSak nie st nutné na pochopenie jadra préce, ktoré je pouzitelné

vo vjucbe na $pecidlnych seminaroch vyssich ro¢nikov SS.

4Ide o kurzy na trovni miniméalne zodpovedajicej $tandardnému kurzu kvantovej mechaniky

tretich ro¢nikov nasich poprednych univerzit, napr. PF UPJS alebo FMFI UK.
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Kapitola 1

Feynmanova formulacia
kvantovej mechaniky

a jej aplikacie

1.1 Zakladné pojmy formulacie a kvantovy biliard

V didaktike kvantovej mechaniky cez Feynmanovu formulaciu prelomovy krok urobil
sdm autor formulécie, R.P. Feynman, ked vytvoril sériu $tyroch prednasok, formu-
lovanych pre tplnych laikov. Odprednasal ich v roku 1979 na Novom Zélande a v

roku 1985 vysli aj v kniznej podobe (Feynman, 1985).

Obr. 1.1: Richard P. Feynman

Vdaka tejto ttlej knizke sa vyformoval v priebehu 90. rokov minulého storocia
prad didaktikov, ktorych sti¢asnym cielom je ukdzat Studentom na trovni tivodného

kurzu vseobecnej fyziky hlavné mysSlienky kvantovej mechaniky, t.j. bez pouZitia
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naro¢nej matematiky a vysokej miery abstrakcie. Ako priklad mozeme uviest kurzy
E. F. Taylora, Demystifying Quantum Mechanics (Taylor, 2000), J. Ogborna, Ad-
vancing Physics (Ogborn, 2000, 2001), alebo D. F. Styera, The Strange World of
Quantum Mechanics (Styer, 2000).

V tychto kurzoch Taylor, Ogborn a Styer ukazali, Ze aplikovanim ich pristupu je
mozné sa zamerat hlavne na fyzikdlnu stranku preberanej problematiky a zbytoc¢ne
neodvadzat pozornost Studentov pouzivanim abstraktnej matematiky. Samozrejme,
v pokrocilejsich kurzoch sa Student nakoniec bude musiet obozndmit s matematickou
tedriou, avSak na jej pozadi uz bude vidiet fyzikalnu interpretaciu daného problému.

V tejto kapitole sa pokisime struéne! sformulovat zédkladné pojmy a principy

Feynmanovej formulécie kvantovej mechaniky.

Kvantovy biliard

Kvoli lepsej predstave zacneme ilustraénym prikladom na redlnom fyzikalnom sys-
téme. Pri sformulovani vyuzijeme spdsob prezentacie ako je v knihach Styer (2000);
Ogborn (2000, 2001), ktory v svojej pdovodnej podobe pre laikov navrhol Feynman
(Feynman, 1985).

Nas myslienkovy experiment je znazorneny na obr. 1.2. DIha vodorovna ciara
oznacend bodmi A, B, ..., M predstavuje vylesteny kovovy povrch, vedla ktorého
je umiestneny zdroj elektrénov v bode P. Nepouzijeme vSak ,obycajny“ zdroj, ale
Specidlny, tzv. monochromaticky zdroj. O 1nom sa c¢itatel viac dozvie v kapitole 1.2,
tu ndm zatial staci vediet, ze vSetky elektrény vyslané takymto zdrojom budi mat
rovnak kinetickil energiu a tym aj rovnaka hybnost. Elektrény vyletujice zo zdroja
sa buda odrazat od povrchu kovu a registrovat ich budeme detektorom v bode Q.
Aby sme im zabréanili letief priamo z P do QQ, umiestnili sme medzi zdroj a detektor
prekazku, znazornenu zvislou ¢iarou.

Otéazka, ktora nas zaujima, znie: ,,Ako sa odréza elektrén od kovovej steny podla
kvantovej mechaniky? Inymi slovami ako vlastne vyzera kvantovy biliard?“

Ak si predstavime elektrén ako mala gulocku, spravajucu sa podla zakonov kla-
sickej fyziky, tak jedinou moznou drahou od zdroja k detektoru je ta, ktoré sa dotyka
kovovej platnicky v bode G a plati pre nu zakon dopadu a odrazu?. Z pohladu kla-

sickej fyziky vieme jasne povedaf po akej trajektorii a akou rychlostou dany elektréon

!Didakticky detailne spracované tvody k Feynmanovej kvantovej mechanike mozno najst vo

vy$§ie spomenutych kurzoch, resp. v ich slovenskej mutéacii (Han¢, 2005).
2Tento zakon je dosledkom fundamentalnych Newtonovych zdkonov.
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P Q
A B C D E F G H J K L M
A
.0
S
x
2
g
T
X
2N
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>

A B C D E F G H | J K L M
Obr. 1.2: Kvantovy biliard.

isiel. Bud elektrén trafi detektor a my ho zaregistrujeme?, alebo ak by bol elektrén
vyslany smerom k ,stene biliardového stola“ pod inym uhlom, tak nie je Ziadna
Sanca zachytit ho v nami uloZenom detektore.

V kvantovej mechanike, ako to ukazali fyzikom starostlivo vykonané experi-
menty, kliovym je poznatok, ze vysledky akéhokolvek experimentu (javu v pri-
rode) nemaozno vo vSeobecnosti presne predpovedat. Vieme vypocitat, resp. zmeraf
len pravdepodobnosti ich nastatia. T.j. z pohladu kvantovej fyziky mé zmysel len
otdzka: s akou pravdepodobnostou nastane jav — elektrén je vyziareny z monochro-
matického zdroja v P, dopadne na stenu A,..., M a zaregistruje ho potom detektor v
Q. Taktto pravdepodobnost v kvantovej mechanike vypodcitavame na zéklade Sipok,
ktoré nazyvame kvantové amplitady.

Ako vyzera vypocet pravdepodobnosti pomocou tychto kvantovych amplitad? V
pripade kvantovej mechaniky, ako obrazne tvrdi Taylor (Taylor, 1998), ., elektron,
ktory meprekypuje Ziadnou inteligenciou, nemoZe vediet ni¢ o ... Schrédingerovej
parcidlnej diferencidlnej rovnici. Elektron je tak tupy, Ze si pri svojom pohybe ne-
moze vediet vybrat jednu drdhu. Potrebuje jednoduchsie instrukcie ... Feynman stoji

rozkrocmo ponad Vesmir a vyddva trojslovni instrukciu. Je takd jednoduchd, Ze ju

3Kvoli jednoduchosti predpokladdame detektor so 100% tcinnostou.
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dokdze pochopit kazdd castica: Preskimaj vsetky drdhy! Castice si tak slabomyselné,
Ze si nedokdzu vybrat len jednu drdhu, takZe ich radsej preskumaji vsetky.“

Teda z pohladu Feynmanovej kvantovej mechaniky musime pre pohyb elektrénu
uvazovat vzdy vSetky mozné dréhy, ako je to v hornej ¢asti obr. 1.2. Kazdej z drdh
alebo zo sposobov, ktorym moze dany jav prebehnuf, je v kvantove] mechanike
priradené sipka, ktorti, ako sme spomenuli, nazyvame kvantovd amplitida. Je ur-
¢end svojou velkostou a uhlom, ktory zviera s istym vyznaénym (pevne zvolenym)
smerom, napr. vodorovnym smerom (smer osi x).

V nasom pripade mozeme velkosti vSetkjch Sipok povazovaf za rovnaké* a ako

neskor ukazeme, pre uhol jednotlivych Sipok plati

uhol N dlzka ' hybnost ‘ (1.1)
Sipky trajektorie elektrénu

Vdaka tomu, Ze sme pouzili monochromaticky zdroj, hybnosti na vSetkych tra-
jektréridch, ktoré sktima elektrén, st rovnaké. Uhol sipky tak zavisi iba na dlzke
trajektorie elektrénu. Tato zavislost dlzky trajektérie a tym aj uhla Sipok na polohe
bodu odrazu je kvalitativne znazornena na dolnej casti obr. 1.2. VSimnime si, ze v
okoli bodov A, B, C a K, L, M sa Sipky otacaji velmi rjchlo, zatial ¢o v okoli bodu
G len pomaly.

Spomenuty princip ,,Preskiimaj vSetky dréhy“ vSak ani zdaleka nepripomina
poriadok, ¢ zakonitosti, na ktoré sme zvyknuti pri popise Castic v klasickej fyzike.
V dvode tejto prace sme spomenuli, ze kvantova tedria je jedna z najpresnejsich
tedrii, preto sa vyndra otdzka, akym sposobom moéze dévat kvantovomechanicky
princip mikrosveta rozumné predpovede?

Vo Feynmanovej formulécii tento trojslovny prikaz pre vsetky mikrocastice ma
matematicky presny suvis so spomenutymi Sipkami: prechodu elektronu zo zdroja v
P do detektora v Q je priradend jedna vyslednd $ipka, ktorej druhd mocnina velkosti
urcuje pravdepodobnost tohto prechodu. A tato vysledna Sipka je su¢tom Sipok pre
v8etky alternativne sposoby (niektoré su vyznacené na obr. 1.2) , ktorymi sa elektrén
moze dostat z P do Q.

Sipky sa séitavaji velmi jednoducho — rovnako ako vektory, obr. 1.3. Je zrejmé,

ze v oblastiach, kde sa Sipky otacaju rychlo, je ich sucet mala Sipka. Preto Sipky

4V skutoénosti v pripade monochromatického zdroja st nepriamo timerné dlzke drahy. V nagom
pripade to sposobuje len jemné rozdiely, ktoré je mozné ignorovat. Z fyzikalneho hladiska vsak
nerobime ziadne skreslenie alebo zjednodusenie. Rovnako postupujeme aj vseobecne, akurat je
vysledok ¢iselne presnejsi. Navyse sa tu obmedzime na dvakrat lomené drahy, ako je to v obrazku.
Viac lomené drahy, alebo krivky by opiit len spresnili vysledok, ale nezmenili fyzikdlnu podstatu

problému.
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Obr. 1.3: Sucet sipok A, B, ..., M.

pre drahy A, B, C a K, L, M sa prakticky zrusia a hlavny prispevok k vyslednej
sipke bud(i mat len drihy blizke k drdhe G — drahe vyhovujicej zdkonu odrazu a
dopadu. Vysledni pravdepodobnost imernt druhej mocnine vyslednej Sipky teda
urcuju hlavne Sipky drah, pre ktoré priblizne plati zakon dopadu a odrazu.

Toto je kvantovo-mechanicky pohlad na zdkon odrazu. V mikrosvete neméd elek-
trén iba jednu moznost, ako sa odrazit do detektora. Plati tento popis aj pre realne
biliardové gule? Zd4 sa, Ze v ich pripade by vysledok popieral platnost klasickej me-
chaniky. V skutocnosti to tak nie je, zdkony kvantovej mechaniky v situdciach, kde
su pre nas bezné hmotnosti, ¢asy, vzdialenosti davaju rovnaké vysledky, ako zakony
klasickej fyziky.

Ako k tomu dojde v naSom priklade biliardu? Pri napisani timery (1.1) sme
nehovorili ni¢ o konstante tmernosti, od ktorej velkosti zavisi hribka zviizku drah

034, ¢o ma za nasledok, Ze v pripade

okolo drahy G. Jej ¢iselnad hodnota je priblizne 1
redlnych guli je spominany zvizok drah okolo bodu G extrémne tuzky. Pouzijuc
experimentalnu aparatiru pre nas beznych rozmerov — biliardovy stél — budeme

pozorovat jedind drahu, a to ti, ktora spliia klasicky zakon odrazu.

Zakladné pravidla Feynmanovej formulacie

Nakoniec si zhrnieme a upresnime pravidla a principy kvantovej mechaniky. Pojem
kvantovy prechod povazujeme za fundamentalny pojem Feynmanovej formulécie
kvantovej mechaniky. Chapeme ho ako zmenu stavu kvantového systému s presne
uréenymi zaciatoénymi i koncovymi podmienkami. Napriklad prechod elektrénu z

bodu A a ¢asu t4 do bodu B a ¢asu tp je kvantovy prechod.
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Obr. 1.4: Kvantova amplitida ¢ znazornend pomocou Sipky.

Kazdému kvantovému prechodu je priradend $ipka®, ktorti nazyvame kvantova
amplitida a je uréena svojou velkostou (dlzkou) a uhlom.® Pod uhlom kvantovej
amplitddy rozumieme uhol medzi kladnou polosou x a smerom, do ktorého uka-
zuje dand kvantovéa amplitida, obr. 1.4. Velkost kvantovej amplitidy ¢ budeme
oznacovat vyrazom,velkost ¢ “ a jej prislichajici uhol vyrazom ,,uhol ¢“.
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Obr. 1.5: Stcet (vlavo) a sGcin (vpravo) kvantovych amplitid.

Pre kvantové amplitudy (Sipky) definujeme operacie suctu a stéinu. Stcet kvan-
tovych amplitid je definovany rovnako, ako sucet vektorov. Suc¢inom amplitad o1,
92 nazyvame Sipku 7 - @9, ktorej velkost je rovna sucinu velkosti $ipok ¢1 a @9, a
ktorej uhol sa rovna siuc¢tu uhlov $ipok 1 a po. Obidve operacie su ilustrované na
obr. 1.5.

Pre kvantové amplitudy postulujeme nasledovné pravidla:

5Presnejsie komplexné &islo, ktoré moézeme reprezentovat ako $ipku, resp. vektor.
5V re¢i komplexnych ¢sel velkosti sipky zodpoveda modul komplexného é&isla a smerovému uhlu

argument komplexného dcisla.
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1 Feynmanova formulacia kvantovej mechaniky a jej aplikacie

1. Pravidlo vypoétu pravdepodobnosti. Pravdepodobnost nastania kvanto-

vého prechodu, ktorému prisliicha amplitida ¢, je (velkost ¢)2.

2. Pravidlo skladania (superpozicie). V pripade, Ze isty kvantovy prechod
moze nastat dvoma (viacerymi) alternativnymi sposobmi, ktorym prislichaja

amplitudy ¢1, @2, tak pre amplitidu tohoto prechodu plati ¢ = @1 + 2.

3. Pravidlo postupného nasobenia (sekvenénej faktorizacie). Ak sa ne-
jaky kvantovy prechod sklada z dvoch (viacerych) po sebe iducich prechodov,
ktorym prislichaji amplitady 1, 2, tak pre amplitiidu tohoto prechodu plati

®=$1-P2.

7 uvedenych pravidiel je zrejmé, ze kvantova mechanika sa diametralne odlisuje
od klasickej fyziky. Zatial ¢o v klasickej dynamike vieme jednoznacne rozhodnaf, ¢i
kamen dopadne alebo nedopadne do daného miesta, v kvantovej mechanike podla
prvého pravidla to nie je mozné. Dokézeme uréit len pravdepodobnost s akou do-
padne elektrén do daného miesta, resp. vo vSeobecnosti pravdepodobnost nastatia
kvantového prechodu.

Druhé a tretie pravidlo nam naznacuje este zvlastnejsiu ¢értu Feynmanovej for-
mulécie, ktord sa uplne prie¢i ,zdravému rozumu®. Zachytava ju uz spomenuty

Feynmanov trojslovny prikaz, ktory Feynman spresnil do nasledovného postulatu:

Feynmanov postulat: Kazda castica prechddza z jedného bodu do druhého si-

casne vSetkymi principidlne moznymi spésobmi, pricom uhol kvantovej amplitudy

pre kazdy mozny sposob pohybu ¢astice medzi tymito bodmi je dany vjrazom’:
uhol sipky . rozdiel priemernej doba
pre kazdu | =27 - e kinetickej a potencidlnej | - | prechodu |, (1.2)
drahu energie na drahe po drahe

kde h = 6,6 - 10734 sa nazjva Planckova konstanta.

V klasickej dynamike vieme jasne urcit, ¢o sa dialo alebo akym sposobom nastal
prechod kameria medzi dvomi udalostami. Inymi slovami vidime trajektoriu telesa,
alebo ju vieme vypocitat napr. pomocou Newtonovych zdkonov. Podla Feynma-
novho postulatu v kvantovej mechanike je to opit principidlne nemoZné, pretoze do

uvahy pripadaju vsetky.

7 Ako ukazeme v daliej Casti, vyraz (1.1) pouzity pri kvantovom biliarde je dosledkom, $pecialnym

pripadom, tohto vyrazu.

11



1 Feynmanova formulacia kvantovej mechaniky a jej aplikacie

1.2 De Broglieho vlny a monochromaticky zdroj

V tejto a nasledujicej ¢asti budeme aplikovat Feynmanovu formulaciu kvantovej
mechaniky na pripady — De Broglieho vlna a Schrédingerova rovnica , ktoré neboli
doteraz nikym transformované do jednoduchého jazyka Feynmanovej formulécie,
resp. didakticky zakomponované do vyucby Feynmanovej kvantovej mechaniky na
konceptudlnej trovni, aka je v kurzoch (Taylor, 2000; Ogborn, 2000; Styer, 2000).

Zaciatkom 20. storocia bolo zname, Ze pre energiu a vlnovi dizku foténov platia

vztahy
E = hf, (1.3)
h
A= 1.4
’ (1.4)

kde E je energia, f frekvencia, A vlnova dlzka a p relativistickd hybnost foténu.
Konstanta h, vystupujica v oboch vztahoch, je zndma Planckova konstanta. Expe-
rimentalne bolo dokadzané, ze fotény sa niekedy prejavujua ako castice (fotoelektricky

jav, Comptonov rozptyl) a inokedy ako viny (interferencia, difrakcia).

Obr. 1.6: Louis de Broglie

V roku 1923 sformuloval franctzsky fyzik Louis de Broglie hypotézu, podla ktorej
nielen foténom prislichaju vinové a Casticové vlastnosti, ale kazdej elementarnej
Castici je mozné priradit vinu s vlnovou dizkou

A= p (1.5)
kde h je Planckova konstanta a p je relativistickd hybnost Gastice.

O dva roky neskor, v roku 1925, bola tato hypotéza experimentalne potvrdena
pozorovanim interferencie elektrénovych vin C. H. Davisonom a L. H. Germerom.

Predstavme si teraz Specidlny zdroj elektrénov, taky, pre ktory sa sipka — ampli-

tuda vyziarenia elektréonu otaca rovnomerne v smere hodinovych ruciciek s frekven-
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Obr. 1.7: Rovnomerna rotacia kvantovej amplitidy emisie elektrénu.

ciou f, obr. 1.7.8 V tejto casti prace ukdzeme, Ze v pripade elektrénov emitovanych
takymto zdrojom je existencia de Broglieho vin priamym désledkom Feynmanovych
postuldtov. Vedlajsim produktom nasledujicej ivahy bude zistenie, Ze vSetky emito-
vané elektrony maju rovnaka energiu, t.j. nas ,,Specidlny “ zdroj je monochromaticky
a nami zvoleny popis nie je ni¢im inym ako Feynmanovskym popisom monochro-
matického zdroja.

Kvoli jednoduchosti sa budeme zaoberat len jednorozmernym pripadom. Zave-
dieme taktiez predpoklad, Ze emitované elektrény st volné, t. j. nepdsobia na ne
ziadne sily.? Nagim cielom je pomocou Feynmanovych pravidiel stanovif kvantova
amplitadu (,8ipku®) 1 (z,t) detekcie elektrénu v Tubovolnom mieste = pre pevne
zvoleny cas t, obr. 1.8.

V akom ¢ase 7 mohol byt elektrén emitovany zdrojom? Podla principu ,,Pre-
sktimaj vSetky trajektoérie! “ nemame dévod uprednostiiovat ziaden konkrétny ¢as 7!
Musime uvazovat vetky'® mozné 7 < t.

Popisme teraz jednu konkrétnu alternativu, ktorou moze nas§ experiment nastat,
napr. moznost s emisiou elektrénu zo zdroja (ktorého poloha nech je y) v neja-
kom c¢ase 7, pricom detektor je na pravej strane od zdroja, t.j. x > y. Zavedme si
efektivnejsie oznacenie T =t —7 >0, r =2 —y >0, w =2nf a h = h/2m.

Zavedené veli¢iny maju samozrejme aj fyzikdlny vyznam. Doba T urcuje ,,ako

8 Ak oznacime $ipku emisie elektrénu symbolom A(t), tak plati A(t) ~ exp{—iwt},w = 27 f.
9T4to aproximécia je prijatelna, ak elektrény st v priestore rozlozené Statisticky rovnomerne,

takZe na ne posobiace sily sa kompenzuju.
0Ppredpokladame, ze zdroj zadal vyzarovat elektrény omnoho skor, ako sme ho zacali pozorovat,

t.j. 7 — —o0.
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Gas A y poloha
ST
————— 228
- PR
—_— - e
—_— // 7/
T = -7 s
N LT
- e Ve
/// // //
- 7
-~ 7 e
—_ T &~ // //
3 -
- e
/// e
S - 7
v
T e
s/
s’
7’
f e
T

Obr. 1.8: Niekolko moznych spdsobov prechodu elektrénu z (y,7;) do (x,t), Sipky

znazornuju kvantovia amplitiidu emisie elektrénu v danom case ;.

dévno* pred okamihom detekcie bol elektrén emitovany, r je vzdialenost od zdroja k
detektoru, w je uhlovou frekvenciou rotacného pohybu Sipky emisie a h je konStanta
nazyvana taktiez Planckova konstanta.

Podla definicie monochromatického zdroja pre uhol amplitidy emisie elektrénu

rotujucej v smere hodinovych ruciciek v ¢ase 7 =t — T plati

hol sipk
HROT SIDEY =—wr =w(T —1). (1.6)
emisie, ozn. A(T)

Vyslednd amplitada pre vSetky mozné prechody elektrénu vyziareného dobu T'
pred detekciou v nasom detektore, tzv. propagator pre volnu ¢asticu, mé uhol dany
takym istym vzfahom ako je (1.2), pri¢om sta¢i uvazovat priamu trajektériu medzi
zdrojom a detektorom ako je to na obr. 1.8. Je lahké vidiet, Ze uhol propagatora

stvisi s r a T prostrednictvom vzfahu'!

( uhol sipky ) _ Eﬁ (L.7)
prechodu, ozn. K (r,T) 2nT

Emisia elektrénu a jeho prechod do miesta detekcie tvori zlozeni udalost, ktorej
amplitadu uréime podla tretieho pravidla postupného nésobenia ako stéin amplitiad
obidvoch podudalosti

amplitiida emisie amplitida prechodu

p(T) = (1.8)

elektrénu v ¢ase 7 elektrénu z (x,t) do (y,7)

11V skutoc¢nosti je tento uhol o 7/4 mensi, ale v dalsom vypoéte sa tato ,nepresnost“ fyzikilne
nijak neprejavi. Zmeni to len obrizky — vsetky $ipky buda pootoéené o spominany uhol 7/4, t.j.

dizky sipok zostant tie isté a tym aj pravdepodobnosti, ktoré z tychto dlzok ratame.
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1 Feynmanova formulacia kvantovej mechaniky a jej aplikacie

Podla druhého pravidla o skladani hladana vyslednd amplitida potom bude

suctom amplitad pre vsetky sposoby

b= > o). (1.9)

vietky T>0

uhol © A

-y

Obr. 1.9: Priebehu funkcie uhol (7).

Ak vykondme stG¢in naznaceny v (1.8), uhly amplitad A(T) a K(r,T) sa s¢itaja
a dostaneme
( hel ) L Tt (1.10)
pre p(T) ) 2hT
kde pripominame, ze okamih detekcie ¢ je fixovany. Tvar tejto funkcie je pre nés
dolezity. Kvalitativny nacrt jej priebehu je na obr. 1.9. Vidime, Ze ide o funkciu s
jednym globalnym extrémom.'? Pre aké T nastane jej minimum?
Minimum moézeme lahko najst pomocou derivécie, ale v tomto pripade je mozné
diferencidlny pocet obist, ak vyuzijeme stredoskolsku algebraickt tipravu — tpravu
kvadratického vyrazu na Stvorec. Upravme teda prava stranu rovnice (1.10) na

Stvorec

uhol m r2 mr?2 mr?
_ o ST + T + 24 T — wt
<prw(T)> T opr VW TR A g Vet @

2
[ m r2 2mriw

2Punkciu (T definujeme len pre T > 0, pretoze zaporné T by znamenalo fyzikalne nepripustni

(1.11)

situdciu — elektrén by bol neskér vyziareny ako detekovany.
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1 Feynmanova formulacia kvantovej mechaniky a jej aplikacie

Odtialto je uz jasne vidiet, Ze minimum funkcie ¢(7") nastane, ked prvy ¢len
bude nulovy (pretoze druhy a treti st konStanty nezavisiace na T'), resp. ked je

splnenéd podmienka

2
%T:m = WTin. (1.12)
Jednoduchou tpravou dostaneme vztah
1m< i >2:hw:thE. (1.13)
2 Thin

Pre vyraz hf sme zaviedli oznacCenie F, pretoze ma rozmer energie. V pripade

splnenia tejto podmienky pre uhol amplitidy ¢(7") navyse plati

( miniméalny uhol ) 1
h

= —V2mhw r — wt. (1.14)
pre ¢(T)

Ak vyuzijeme prave zavedeny symbol F a oznac¢ime p = v2mF, kde p mé rozmer
hybnosti, tak nakoniec dostaneme
( minimélny uhol ) 1

ore o(T) =3 (pr — Et). (1.15)

O aku energiu E a hybnost p vSak ide? Maju tieto formélne zavedené veli¢iny a
minimélny uhol pre ¢(T') nejaky fyzikalny vyznam?

Odpoved je kladné s nasledovnou interpretaciou. Uvedomme si, Ze v naSom pri-
pade je hladand vysledna sipka v (z,t) podla pravidla skladania pouzitého v rovnici
(1.9) suctom sipok ¢(T"). Potom podobne ako v pripade kvantového biliardu velké
zmeny hodnoét uhla ¢(7") predstavuja velké zmeny v smeroch skladajucich sipok,
alebo inak povedané rychle otacanie Sipok, ¢o vedie k tomu, Ze sa tieto Sipky v sucte
(1.9) navzajom vyrusia (destruktivna interferencia). Ostane maly interval ¢asov T,
v tesnej blizkosti minima funkcie uhol ¢(7T'), resp. doby emisie Tyyi, (obr.1.9), kde
sipky ukazuji viac-menej tym istym smerom a nastéva konstruktivna interferencia.

Parametre vyslednej amplitudy ¢ (z, t) uréujucej pravdepodobnost najdenia elek-
trénu v bode x a v ¢ase ¢ st tak dané jedine amplitidou s miniméalnym uhlom, resp.

amplitidami pre velmi blizke doby emisie, t.j. vdaka interferencii

uhol 1
~ —(pr — Et). 1.16
( pre (z.) ) 5 (P t) (1.16)

Minimélny uhol emisie pritom zodpoveda alternative nastatia experimentu, kde

sa elektron medzi zdrojom a detektorom pohybuje po trajektérii s konstantnou
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1 Feynmanova formulacia kvantovej mechaniky a jej aplikacie

kladnou!? rychlostou v = 7/Tinin = p/m. Dosledkom konstruktivnej a destruktivne;
interferencie sa nam teda javi, Ze elektrén dorazil zo zdroja do detektora po pria-
mej trajektorii rovnomernym pohybom s energiou F uréenou podmienkou (1.13) a
zodpovedajicou hybnostou p = V2mE, pretoze sposoby s inymi energiami, resp.
hybnostami sa interferenciou rusia. VysSie spomenutd hodnota energie musi byt
pritom energia dodévand zdrojom. Zo vztahu f = E/h je potom jasné, preco sa
amplituda emisie elektrénu musela otacat proti smeru hodinovych ruciciek (energia
volnej ¢astice nemoze byt zaporna).

Vdaka intereferencii nastane aj to, ze vysledna amlitida ¢ (z,t) nezavisi na po-
lohe . Mozno sa presved¢it o tom jednoducho experimentovanim, ak amplitudy
sklada pocita¢ vo vhodnom programe. Alebo priamo vypoctom s vyuzitim vyssej
matematiky (vid Priloha A), kde dostaneme pre velkost hodnotu nezavisiacu od z.
Odvodenie cez integralny pocet navySe potvrdzuje nase uvahy, ze uhol pre ¥ (z,t)

je naozaj dany vzfahom (1.16).

Obr. 1.10: Priestorovy vyvoj amplitudy 1, znédzornenej pomocou Sipok.

Obrazok 1.10 je grafickym zobrazenim nami ziskanych vysledkov. Z obrazku
mozno vidiet, Zze pravdepodobnost zachytenia elektrénu v priestore v pevne zvole-
nom case t vyslaného z monochromatického zdroja je konstatna, pretoze je to druha
mocnina konstatnej dlzky amplitad ¢ (z,t). Dalej vidime, Ze obrazec, ktory vytva-
raju kvantové amplitudy, sa opakuje, ¢o je situacia typickd pre vlny. Mozno teda

.....

tak uhol ¢ sa musi zmenit o 27, teda

I = uhol . uhol . @ (1 17)
~ \ pre (x+ A t) pre ¢ (x,t) R :

137.j. v kladnom smere osi z.
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Odtial mame X\ = 27h/p = h/p, ¢o je znamy de Broglieho vzfah (1.5). Preto
mnozina zobrazenych sipok, amplitad ¢ (x,t), dostala v kvantovej mechanike nazov
de Broglieho vina.

Co sa tyka casovej zavislosti, tak len ¢len —FEt sposobuje, ze $ipka v danom
mieste s ¢asom rovnomerne rotuje, pricom jej velkost ostava stile konStantnd. Z
pravidla pre vypocet pravdepodobnosti tak vyplyva, Ze v ¢ase sa pravdepodobnost
najdenia elektrénu v priestore nemeni, a takéto stavy sa preto nazyvaju staciondrne.

Na zéver pripomenieme, %e sme uvazovali zdroj ulozeny nalavo od regiénu, kde
zachytévame elektrény. Ak by to bolo opac¢ne, zopakovanim nagej ivahy by sme opit

dostali de Broglieho vlnu s jedinym rozdielom. Hybnost elektrénov by bola opacné

t.j. —p.

1.3 Schrédingerova rovnica

Z Klasickej fyziky i beznej skiisenosti vieme, Ze na napnutej strune mozu vznikat
a §irit sa vlny. Jeden zo sposobov ich popisu je zadanie vychylky y ako funkcie
y = f(x,t) polohy x a ¢asu t. Napriklad y = sin(kx — wt) popisuje vinu, ktord v
danom ¢ase ma po urcitej vzdialenosti, vinovej dizke, stéle ten isty tvar. V Stan-
dardnom kurze tedrie vin je inym sposobom ich popisu diferencidlny popis viny v
pruznom prostredi, tzv. vlnova rovnica.

V pripade kvantovej mechaniky sme v ramci Feynamovej tedrie ukazali tzv.
De Broglieho hypotézu: kvantovd amplituda akejkolvek volnej Castice vyZiarenej z
monochromatického zdroja je popisand de Broglieho ,vlnou“, t.j. takou mnozinou
$ipok, kde sa obrazec kvantovej amplitidy opakoval tiez po urcitej vzdialenosti.
Preto vznika prirodzene otézka, ¢i v analdgii s vilnami neexistuje ,,vlnova rovnica“
pre kvantovi amplitadu.

Na tuto otazku kladne zodpovedal v roku 1926 Erwin Schrédinger, ktory nasiel
diferencidlnu vlnovi rovnicu pre kvantovii amplitidu popisujicu de Broglieho viny
a dalej ju rozsiril na pripad castice v Tubovolnom potenciali. V jednorozmernom
pripade ma tato rovnica pre stacionarny stav tvar

R ()
2m  dx?

+ V(x)p(z) = Ev(z), (1.18)

kde m je hmotnost Castice, V() jej potencidlna energia a E jej celkova energia a
¥ (x,t) je mnozina kvantovych amplitid v danom ¢ase nazyvana vinovd funkcia.
Podme teraz bez diferencidlnych rovnic ukdzat ako vo Feynmanovom obraze

kvantovej mechaniky ,,vznika“ bezc¢asova Schrodingerova rovnica (1.18) popisujtca
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1 Feynmanova formulacia kvantovej mechaniky a jej aplikacie

stacionarne stavy Castic, prikladom ktorého pre volni ¢asticu bola de Broglieho vIna.

V kapitole venovanej de Broglieho vlndm sme vlastne nasli globalny popis vl-
novej funkcie prislachajicej elektrénom emitovanym monochromatickym zdrojom,
pri ktorom bolo jasne vidief, Ze amplitida 1 sa s narastajicim x rovnomerne otaca
proti smeru hodinovych ruciciek. Za tych istych predpokladov teraz najdeme lo-
kalny'4 popis de Broglieho viny.

Zamerajme sa teda na lokdlny popis de Broglieho vlny, inymi slovami na velmi
malt oblast v okoli bodu = v nejakom pevne zvolenom ¢ase'® Znézornime si tri
Sipky, prislichajice amplitidam ¢ (x — Ax), ¥(x) a ¥(x + Az), obr. 1.11.16

Pre uhol £ medzi sipkami plati podla (1.16) vztah

_PA,. P
€= hAr hAa: (1.19)
X
PY(x - Ax) Y(x + Ax)
Y(x)
Obr. 1.11

Aby sme nasli geometricky vzfah medzi uvazovanymi troma Sipkami, ktorych
velkost je v de Broglieho vine rovnakéa, stotoznime ich zacdiatky a dopliime ich na
rovnobeznik, obr. 1.12. Vyuzitim elementarnej trigonometrie z tohto obrazka uz

lahko vidiet, Ze pre tieto tri sipky plati
Y(x — Az) + P(x + Ax) = 2¢(x) cos(e). (1.20)
Pripomenme, ze Ax je velmi malé, teda aj € musi byt maly uhol. V takomto
pripade moZzeme pouzif priblizny vzfah!” pre funkciu cose

2 2
€ 1p 9
~1l——=1—--——=Az". 1.21
cose 5 5 12 x ( )

1Pri pouziti diferencidlneho poétu by sme dospeli k diferencidlnej rovnici. Pozri prilohu B.

5Kedze nas zaujima len priestorovéa zavislost sipok, tento éas nebudeme vypisovat.
16Prego prave tri? Nestagili by napr. dve? Podobnym postupom by sme aj pre dve sipky dostali

rovnicu popisujicu viny. AvSak takto ziskand rovnica by nepopisovala de Broglieho vlny s opa¢nou
hybnostou, u ktorych v rotuje opa¢nym smerom s narastajucim x. Chceme néjst len jednu rovnicu,
jeden fyzikalny zékon, postadujici pre popis vietkjch vin. Zakon, ktorj dostaneme analjzou troch

susednych $ipok bude bude mat tito vlastnost.
177 dovodnenie tohto vztahu len na ziklade Pytagorovej vety je v Prilohe D.

19



1 Feynmanova formulacia kvantovej mechaniky a jej aplikacie

Obr. 1.12

Po dosadeni do (1.20) a jednoduchej tprave dostaneme

QAxQ
b S—v(a). (1.22)

U(z+ Az) = 2¢(z) — P(x — Ax) —

Tento vztah mozno vyjadrit aj pomocou kinetickej energie elektrénu, ktora je
zviazané s hybnostou vztahom p? = 2mE. V takom pripade dostdvame:

2mAz2

U(x+ Az) = 2¢(z) — P(x — Ax) — 2 Ey(x) (1.23)

Ziskand rovnica sa nazyva bezcasovd Schridingerova rovnica pre volnu dasticu
v diferen¢nom tvare, vhodnom na poéitacové modelovanie.!®

Tato rovnicu modzeme heuristicky rozsirit na pripad castice v poli sil s potenciél-
nou energiou castice V(z). Vieme, Ze na dostatoéne malom okoli bodu z je V(z)
priblizne konstantnéd. Potom na kazdom takomto okoli moZzeme elektrén povazovat
za volnu Casticu, pre ktora plati rovnica (1.23). Kineticka energia castice je teraz
E — V(z). Nahradme preto energiu E v rovnici (1.23) energiou F — V(z)
2mAz?

(x4 Ax) = 2¢(x) — Y(z — Az) — 2 [E— V(x)](x). (1.24)

Ziskali sme tak bezcasovi Schridingerovu rovnicu pre casticu v potencidlovom
poli, ktortt prvykrat postuloval'® Schrodinger taktiez na zaklade heuristickjch ar-

gumentov.

— Azx) -2 A 2
187 matematickej analyzy vieme, Ze plati lim Yz z) V(@) + 9z + Ar) = d zl)(m) Jed-
Az—0 Ax? dz?

noduchou dpravou rovnica (1.23) potom zodpovedd bezéasovej Schrodingerovej rovnici v diferen-
cidlnom tvare (1.18) s V(z) = 0, s ktorym Studenta v tomto pristupe nemusime vobec oboznamit.
19Njie v8ak v diferenénom, ale v diferencialnom tvare (1.18).
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2 Modelovanie ziskanych vysledkov v EJS

Kapitola 2

Modelovanie ziskanych
vysledkov v EJS

2.1 Fyzikalny princip pocitacového modelovania

Najdélezitejsim vysledkom predchadzajicej kapitoly je diferencény tvar bezcasovej
Schrodingerovej rovnice, ktory je vlastne rekurentnym predpisom (1.24) pre mno-
zinu kvantovych amplitid (nazyvani vlnova funkcia) najdenia Gastice v priestore
v danom ¢ase. Tento tvar ndm umoziiuje hladat staciondrne stavy castice s po-
tencidlnou energiou V' (z). Od ¢oho zavisi tvar riesenia? Ktoré rieSenia st fyzikalne
pripustné?

Pozrime sa, ¢o vSetko ndm prezradi rovnica (1.24). Z jej tvaru je zrejmé, ze
vlnovi funkciu ¢ moézeme reprezentovat ako zoznam, resp. postupnost $ipok ¢ (z;).

Prepisme si teda vztah (1.24) do indexovanej podoby

Blai) = 20(2) = ¥lais) - 22~ Vi)l (21)
pricom si budeme pamitat, Ze medzi kazdymi dvoma bodmi z; a x; 11 je vzdialenost
Azx. Vidime, ze ak chceme uréit zoznam $ipok, musime niekde zacat — stanovit dve
hodnoty 9 (xg) a ¥ (x1). Navyse rieSenie bude zavisiet aj na vybere celkovej energie
Castice E.

Ako volit tieto vSetky parametre? Ako sa ukézalo v kvantovej mechanike, je-
dinou obmedzujticou podmienkou je len to, ¢i mnozina Sipok dava, alebo nedava
fyzikalne pripustne situdcie. Fyzikdlne Stvorec velkosti kazdej Sipky v (z;) urcuje
pravdepodobnost, Ze ¢asticu ndjdeme v malom okoli bodu z; so Sirkou Az. Potom

ale sticet Stvorcov vsetkych Sipok pri viazanych ! stavoch ¢astic musi byt rovny 1.

184 to stavy, kde potencidlna energia astice pre z idice do Foo je vidsia ako celkova energia
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2 Modelovanie ziskanych vysledkov v EJS

Je predsa isté, Ze Castica sa niekde nachédza, t.j. s pravdepodobnostou 1 ju iste
najdeme niekde v priestore! Toto jednoduché obmedzenie pre fyzikdlne pripustné
vlnové funkcie nazyvame normaliza¢nd podmienka.

Dosadenim do rovnice (2.1) sa lahko presvedéime, ze ak v je rieSenim, tak aj
jeho Tubovolny nenulovy ndsobok je rieSenim. Povedzme, Ze sa ndm podarilo najst
riesenie 1, pre ktoré je sticet hodnot [velkost (x;)]? kone¢ny. Pomenujme hodnotu
tohto stc¢tu S. Pomocou nej vieme vytvorif iné riesenie ¢/ = 1/+/S, ktoré uz zrejme
spliia normaliza¢nt podmienku. Teda staéi, aby stcet §tvorcov vietkych sipok bol
kone¢ény. To ale znamena, Ze pre & — oo musia dizky $ipok dostato¢ne rychlo
klesat k nule. Inak by pravdepodobnost nemohla byt kone¢na (jednotkova).

Samozrejme pomocou pocitaca Schrodingerovu rovnicu vieme riesit iba na ohra-
ni¢enych intervaloch. Z predchédzajiceho odstavca vyplyva, Ze velmi rozumnym
priblizenim je zvolit $ipku v (x¢) nulov(, ak vezmeme zy dostato¢ne daleko od skii-
manej oblasti. Ale druht Sipku ¢ (z1) uz nemoézeme zvolit nulovi! Schrédingerova
rovnica (vztah 2.1) by potom totiz déavala aj vSetky dalsie v (z;) nulové a to by
viedlo k tomu, Ze pravdepodobnost najdenia ¢astice v priestore je nulovd, t.j. k ne-
existencii Castice. Vzhladom na to, Ze rieSenie budeme aj tak normalizovat, mézeme
zvolit dizku $ipky ) (z1) Tubovolne, ale nenulovo.

Zatial sme ni¢ nevraveli o orientécii Sipok ¥ (x;). Zo Schrodingerovej rovnice
(vztah 2.1) je evidentné, ze pri volbe 1(zg) = 0 st vSetky $ipky vo vlnovej rovnici
nasobkom 1)(x1), inymi slovami st vzdy v paralelnych smeroch.?2 Aby sme mohli
vyslednit vinovi funkciu prehladne zakreslit do grafu, zvolime uhol vSetkych Sipok
rovny +90°.

Zostal ndm eSte posledny volny parameter, energia E. Budeme ju hladat pomo-
cou postupnych numerickych rieseni bezcasovej Schrédingerovej rovnice pre rézne

hodnoty F, opiit tak, aby sme dostali fyzikdlne pripustnt situéciu.

2.2 Implementacia v prostredi EJS

s ilustracnym prikladom

Vyssie spomenuty teoreticky model sme aplikovali pri tvorbe programu hladaji-

ceho stacionarne stavy Castic. Na implementéaciu uvedeného algoritmu bolo zvolené

castice E. V klasickej fyzike by sa takd Castica pohybovala len v obmedzenej Casti priestoru, Cize

je viazand, pretoze podla zakona zachovania energie nemoze dosiahnut oblasti, kde V(z) > E.
2Tento poznatok pri viazanych stiacionarnych stavoch sa da ukéazat aj za pomoci diferencidlneho

poctu zo Standardného diferencidlneho tvaru Schrodingerovej rovnice (Shankar, 1994).
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2 Modelovanie ziskanych vysledkov v EJS

prostredie EJS (vid Priloha C).

AlGaAs

GaAs
AlGaAs /

AlGaAs AlGaAs

potencialna energia
vodivostnych elektrénov

GaAs

Obr. 2.1: Polovodic¢ova trojvrstva a priebeh potencidlnej energie vodivostnych elek-

tréonov v jej priereze.

Sposob prace s programom si ukdZzeme na zndmom jednoduchom priklade elek-
trénu v potencidlovej jame, v tomto pripade s hibkou 10 eV a sirkou 3 nm. Upo-
zorfiujeme vSak, Ze v programe mozno modelovat staciondrne stavy pre Tubovolny
fyzikalne rozumny potencial.
akademicky, bez praktického vyuzitia. Opak je vSak pravdou. Potencidlova jama je
velmi dobrym modelom priebehu potencidlu v pripade niektorych polovodi¢ovych
suciastok. Na obr. 2.1 je znazornend suciastka vytvorena z dvoch vrstiev AlGaAs,
medzi ktorymi sa nachédza velmi tenké vrstva GaAs. Zobrazeny je aj priebeh po-
tencidlnej energie vodivostnych elektrénov na rozhrani vrstiev. Takato trojvrstva sa
pouziva pri vyrobe polovodic¢ovych laserov, ktoré najdeme v CD-ROM a DVD-ROM
mechanikach, laserovych tlaciarnach, ¢i laserovych ukazovadlach (Hey a Walters,
2003).

Pouzivatelské rozhranie nasho programu je rozdelené do dvoch logickych ¢asti.
Okno s nazvom ,,Potencidlna energia“ slizi na vytvorenie funkcie potencialnej ener-
gie Castice v zavislosti od polohy, obr. 2.2. Funkcia je reprezentovana lomenou ¢ia-
rou, pricom pouzivatel moze interaktivne pridavat, odoberat i prestvat deliace body.
Inymi slovami moéze vytvorit prakticky akikolvek funkciu potencidlnej energie. Pre

pohodlnti a ryclu pracu s programom je taktiez implementovand moznost auto-
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2 Modelovanie ziskanych vysledkov v EJS
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Obr. 2.2: Okno, v ktorom moze pouzivatel vytvorit prakticky Iubovolnt funkciu
potencialnej energie. Vodorovna ¢iara naprie¢ grafom zobrazuje prave nastavenu

hodnotu celkovej energie Castice.

matického vytvorenia niektorych Specidlnych priebehov potencidlnej energie (napr.
potencidlova jama, , jednorozmerné coulombovské“ pole ap.). Mierku grafu je mozné
upravit po kliknuti na tlacidlo ,,Nastavenia grafu“.

Druhé okno programu slizi na samotné hladanie riesenia Schrédingerovej rovnice
pre zadany priebeh potencialnej energie. Pri Starte programu sa automaticky nastavi
nulova celkova energia ¢astice. Program vygeneruje priebeh vlnovej funkcie pomocou
vztahu (2.1). Vysledok je zndzorneny na obr. 2.3 vlavo hore.

Zo zobrazenej casti priebehu je zrejmé, Ze Sipky sa pre velké hodnoty x predlzuju
nad vSetky medze, a teda nejde o fyzikalne pripustné riesenie. To je ddlezity vysledok
kvantovej mechaniky — viazand Castica nemoze mat nulovi energiu! Pomocou tla-
¢idiel budeme postupne zvySovat energiu (stlacenim tlacidiel ,+“ a ,—*). Pri energii
0.3 €V nastane opacné situdcia — Sipky sa budi s narastajicim z opéit predlzovat,
ale tentoraz buda smerovat nadol, obr. 2.3 vpravo hore. Intuitivne vieme, Ze niekde
medzi 0 eV a 0.3 eV musi existovat energia, pre ktoru sipky ,neutec® ani nahor,
ani nadol. Zmensime krok energie a budeme ju znizovat, kym $ipky opif nezacni
rast smerom do kladného nekonec¢na. Postup opakujeme, kolkokrat je potrebné. Z
obr. 2.3 je zrejmé, Ze tento algoritmus konverguje k hfadanému normalizovatelnému
rieseniu.? Nasli sme zakladny stav elektrénu v potencidlovej jame. Opitovnym zvy-
Sovanim energie by sme mohli hladat vyssie excitované stavy.

Vzhladom na pouzity algoritmus rieSenia Schrédingerovej rovnice dosahuje hod-

nota energie elektrénu urcenej programom presnost okolo 1%, ¢o je na didaktické

3V numerickej matematike opisany postup nazjva metéda strelby.
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2 Modelovanie ziskanych vysledkov v EJS

[E] Numericke riesenie Schrodingerovej rovnice
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Obr. 2.3: Postupné hladanie stacionédrneho stavu elektrénu v potencidlovej jame.

tcely uplne postacujiice. Student pri praci s tymto softvérom méze:

e naucif sa posudit, ¢i dané rieSenie m4 fyzikdlny zmysel, alebo nie

e rozsirif svoju fyzikdlnu intuiciu aj na oblast kvantovej mechaniky

ziskat predstavu o povahe vlnovej funkcie a interpretécii kvantovych amplitad
prist k zaveru, Ze najnizsia energia viazanej ¢astice nie je nulova

zistit, Ze energia Castice v potencidlovom poli je kvantovana

Pri experimentovani s tymto programom Student interaktivne meni parametre

rieSenia a sktima dosledky tychto zmien. Podla znamej pyramidy ucenia (Hanc,

2005) si pri vlastnej aktivnej ¢innosti zapamiita az 75% ziskanych poznatkov. Pre

porovnanie uspesnost klasickej prednasky je priblizne 5%, resp. klasickych teoretic-

kych cviceni 15%. Preto mé tento program dobré predpoklady na tspesné vyuzitie

vo vyucbe kvantovej mechaniky. Tato hypotézu podporuje aj poznatok sti¢asného

vyskumu v didaktike fyziky, a to Ze pouzitie pocitacového softvéru pri vyucbe kvan-
tovej mechaniky vyrazne poméha jej zvladnutiu (Ogborn, 2000; Taylor, 2000; Singh,
Belloni, Christian, 2006).
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Zaver

Z.aver

Témou tejto prace bolo vytvaranie teoretickych i pocitacovych modelov realnych
fyzikalnych situacii, so zameranim na Feynmanovu kvantovii mechaniku. Na nazor-
nom priklade sme ilustrovali postulaty a zakladny princip vytvarania kvalitativnych
predpovedi v tejto formulacii kvantovej mechaniky. Aplikaciou ziskanych poznatkov
na pripad elektrénov emitovanych monochromatickym zdrojom sme nasli globalny
popis de Broglieho viny. Néasledne sme pomocou jednoduchych geometrickych tivah
odvodili lokalny popis tejto viny a ziskali tak Schrodingerovu rovnicu, ktortt sme
rozsirili na pripad viazanej Castice.

Posledna kapitola prezentuje pocita¢ovy model, vytvoreny v prostredi EJS, ktory
numerickym rieSenim bezcasovej Schrodingerovej hlada stacionarne stavy viazanej

castice. V praci boli dosiahnuté tieto konkrétne vysledky:

o Ukazali sme, ze de Broglieho viny je mozné pomocou Feynmanovej formulacie
kvalitativne vysvetlit len pouzitim stredoskolskej matematiky. V prilohe A sme
naviac uviedli alternativne matematické odvodenie dvoma réznymi sposobmi
(metédou stacionarnej fazy a derivaciou integralu podla parametra), ktoré

arovnou zodpoveda vyssej matematike pouzivanej na vysokej skole.

e Nijdenim a zovseobecnenim lokalneho popisu de Broglieho viny sme dostali
bezcasovi Schrédingerovu rovnicu v ramci Feynmanovej formulécie a ukazali,
7e Student ivodného kurzu vseobecnej fyziky v Casti atémova fyzika nemusi
chépat vlnova funkciu ako abstraktntt komplexni funkciu, ktora spliia dife-
rencidlnu rovnicu, ale ten isty fyzikdlny stav vie popisat ako mnozinu Sipok,

ktoré si generované jednoduchym rekurentnym predpisom.

e Ziskané poznatky sme aplikovali pri vytvoreni pocitacového modelu v prostredi
EJS, ktory dokaze hladat stacionarne stavy castice v prakticky Iubovolnom

jednorozmernom potenciali.

e Vo forme priloh sme uviedli Standardné odvodenie Schrédingerovej rovnice,
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Zaver

ktoré je matematicky ekvivalentné s nasim geomterickym, dalej zakladné vlast-
nosti prostredia EJS a stredoskolské geometrické vysvetlenie zndmych aproxi-

maécii funkcie sin(e) ~ ¢ a cos(e) ~ 1 — (¢2/2) pre ¢ < 1.

Délezitym vysledkom prace je potvrdenie mensej konceptualnej i matematickej
naro¢nosti Feynmanovej formulécie v porovnani s tradi¢nou Schrédingerovou.

Studenti i uéitelia st na Slovensku pomerne dobre obozndmeni s Java appletmi,
ktoré dokazu zlepsit a zefektivnit vyucbu, preto vytvoreny poéitacovy program by
nemal mat problém uplatnit sa v praxi. NavySe tym, Ze program bol vyvinuty v

prostredi Easy Java Simulations (EJS), jeho zdrojovy kéd je v jazyku Java, teda je

.....
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Priloha A

Priloha A
Odvodenie de Broglieho viny

pomocou vyssej matematiky

Metdda stacionarnej fazy

Metdda stacionérnej fazy nam umoziiuje priblizne vypocitat hodnotu integralov

tvaru
b

10) = [ gla)eaplirg(@)do (A1)
kde a,b, A € R, f, g € R[z]. Zékladnym predpokladom tejto metddy je existencia

prave jedného minima funkcie f v bode z¢ € (a,b). Pre ”velmi velké” hodnoty

parametra A potom plati

2

meiﬁp{i)\f(l"o)} (A-2)

I(A) = g(o)

Pomocou tejto metddy odvodime presny tvar de Broglieho viny prislichajicej
elektrénom emitovanym monochromatickym zdrojom. Budeme vychadzaf z pred-
pokladov a oznacenia zavedeného v kapitole 1.2.

Z definicie monochromatického zdroja vyplyva pre kvantovi amplitidu emisie

elektrénu vztah
A(T) = Avexp{—i2n f(t — T)} = Aoexp{i2n fT }exp{—i2n ft} (A.3)

Propagator pre prechod volného elektrénu z bodu emisie do bodu detekcie ma
K(r; T) =] % i omr? (A.4)
BTGRP 2 T ‘
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Priloha A

Amplitida zloZenej udalosti - emisie a prechodu - je dané sti¢inom komplexnych
Cisel (A.3) a (A.4)

o(T) = Aomexp { ; <Z”; +h fT> } cap{—i2n ft} (A.5)

V spojitom pripade stcet amplitid pre vSetky mozné T' prejde na integral

T 1 i (mr?
Y = Ao,/ ﬁewp{—i%rft} —exp { ( + th) } dTr (A.6)
ih o/ﬁ A\2T

ktorého hodnotu uréime metédou stacionarnej fazy. V nasom pripade je (ozna-

Cenie funkcii ako vo vzfahu (A.1))

1
9(T) = ﬁ (A7)
mr?
f(T) = 57t hfT (A.8)
1

Podla (A.9) je A ~ 1034, teda tato medéda by mala poskytnif velmi presny
vysledok.

Z podmienok pre minimum funkcie f (f'(To) = 0, f”(Tp) > 0) lahko ndjdeme
bod T}

Ty = Z:}'Lf (A.10)
Urcime este potrebné konstanty
F(Ty) = \/2mhfIr] (A1)
f"(To) fgﬁf)g (A.12)
o(m) = 2] (A13)

Po dosadeni tychto hodnét do (A.2), nésledne do (A.6) a Gprave dostaneme

Agm 1
P = \/Wexp {h <\/2mhf|r\ — hft)} (A.14)

V kapitole 1.2 sme ukazali, Ze hf je energia elektrénu a /2mhf je absolitna
hodnota jeho hybnosti. Dalej si uvedomme, Ze pismenom 7 sme oznaéili rozdiel z—1.

Potom mozeme 1) vyjadrif ako funkciu polohy detektora v priestorocase

W(w, ) = Cep {;[p(x _y)— Et]} (A.15)
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Metéda derivacie integralu podla parametra

Na zaciatku tejto kapitoly sme spomenuli, Zze metéda stacionarnej fazy je iba pri-
bliznou metédou. Ako presny je vysledok, ktory sme dostali? V pripade integralu
(A.6) existuje aj jeho exaktné rieSenie, s vyuzitim derivicie podla parametra.

Kvoli prehladnosti ozna¢me

I =24, %exp{—i%r FOLI* (A.16)
I*—¥7>]'ex i mﬁJrth dT (A.17)
— ) o P \n\2T ‘

0

Integral I* sa zna¢ne zjednodusi substittciou z = VT

* _ rfmr 2
I —/exp{h(222—|—hfz>}dz (A.18)
0

Zavedenim parametrov

= Al
a= (A.19)
hf
b= — A.20
; (4.20)
dostaneme parametricky integral
« yi a9
I(a,b) = [ exp o) +ibz” » dz (A.21)
0

Nasleduje pouzitie metédy derivacie podla parametra, pricom budeme derivovat

podla parametra a

I* 0 . .
%a = / %em) {; + ibz2} dz (A.22)
0

Zd4 sa, Ze sme sa dostali ,z blata do kaluze“ Integral sa derivaciou vébec nez-

jednodusil, skér naopak. Klac¢ovym bodom celého vipoctu je zavedenie substiticie

s = \/zi (A.23)

ds = — %g (A.24)

Po jednoduchej tprave tak dostaneme

or- v | ia \F
_ /b il A2
50 Z\/;/equ{SQ‘i‘ZbS}dS W (A.25)
0
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Pre hladany integral I* sme tak ziskali diferencidlnu rovnicu

or* b
=i/ -I" A2
da  Va (A.26)

ktorej rieSenim st funkcie tvaru
I" = Kexp{2iVab}, k>0 (A.27)

Konstantu K musime urc¢it vypoc¢tom integralu I*(a,b) v niektorom a. Zrejme

bude vyhodny bod a = 0, v kedze 1*(0,b) je znamy Fresnelov integral

T 1 Jim
K =TI°(0,b) = b2%}dz = -] — A2
(0,b) /easp{zz} 2= 505 (A.28)
0

Teda nasim pociatoénym podmienkam vyhovuje riesenie

I*(a,b) = ;\/fe:cp{%\/%} (A.29)

Dosadenim do (A.16), a Gprave dostaneme vztah (A.14), ktory sme nasli me-
tédou stacionarnej fazy. Vidime, ze v tomto pripade poskytla metéda stacionarnej

fazy presny vysledok.
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Priloha B
Standardny postup
pri postulovani

Schrodingerovej rovnice

V kapitole 1.3 sme nasli tvar Schrodingerovej rovnice pomocou geometrickych ivah
a jednoduchého matematického aparatu. Na tomto mieste ukdzeme, ze ten isty vy-
sledok mozeme dosiahnuf ovela rychlejsie, ale aj s ovela vysSou mierou abstrakcie,
pomocou diferencidlneho poctu.

Opit budeme uvazovat zvizok elektrénov emitovanych monochromatickym zdro-

jom, pre ktoré uz pozname tvar vlnovej funkcie
i

W(z,t) = Cexp { = (pz Et)} (B.1)

Pokusime sa najst diferencidlnu rovnicu, ktorej riesenim je funkcia (B.1). Za

tymto cielom derivujme funkciu (B.1) dvakrat podla polohy a raz podla ¢asu.

82 2 . 2
87;5 = —C%eajp {;;L (p:E — Et)} = —%@ZJ (B'2)
0 B ' E

Pouzitim rovnosti p?> = 2mE pri skombinovani rovnic (B.2) a (B.3) dostaneme
diferencialnu rovnicu
0% . 2moy

a2 har (B-4)

Rovnica (B.4) udéava priestorovy i ¢asovy vyvoj de Broglieho viny. V praktickych
aplikaciach sa vSak prili§ neuplatni, pretoze popisuje iba volné castice.
Co sa zmeni v pritomnosti silového pola popisaného potencidlom? Vyraz pre

hybnost ¢astice nadobudne tvar p? = 2m|[E — V (z)], pricom F je celkova a V(z) po-
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tencidlna energia Castice. Skiisme znova skombinovat rovnice (B.2) a (B.3), tentoraz

pouzitim vztahu pre hybnost viazanej ¢astice. Ziskame rovnosti

h? 0% Oy
—yam = B = Vi =iha — VY (B.5)
ktoré vieme zapisat aj v tvare
n? 0%
_Z =F B.
o 92 TV =EY (B.6)
h? 0% o
A = jh—— B.
2m Ox? VY =i ot (B.7)

Rovnicu (B.6) nazyvame bezcasova Schrodingerova rovnica, pretoze popisuje
stacionarne stavy. Rovnica (B.7) popisuje priestoro¢asovy vyvoj vlnovej funkcie, a
tak ju nazyvame casova Schrodingerova rovnica.

Rovnako ako v kapitole 1.3 musime zdoraznit, Ze uvedeny postup nie je odvo-
denim Schrodingerovej rovnice, pretoze pri prechode k pripadu viazanej Castice sme
porusili povodné predpoklady. Napriek tomu doposial uskuto¢nené experimenty do-
kazuju, zZe tato rovnica dava spravne predpovede. Preto ju postulujeme ako zakladnu

axiomu Schrodingerovej formulécie kvantovej mechaniky.
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Priloha C

Easy Java Simulations

Pocéita¢ové modelovanie je velmi silnym néstrojom, ktory dokaze zefektivnit vyucbu
a umoznuje Studentom hlbsie vniknat do preberanej problematiky. V mnohych pri-
padoch moZe nahradif experiment, najméi ak by bol prili§ ¢asovo naroc¢ny, ¢i tech-
nicky neuskutoc¢nitelny. Idedlna je vSak kombindcia klasickej vyucby, pocitacového

modelovania a redlneho experimentu.

[Eje] Ejs - Schrodinger_sk.xm

© Description © Model @ View

4

Tree of Elements y| Elements for the view
= Simulation Yiew || Interface
o [H dialogPE e r=jm = X
o [ dialogPEGraphSettings
o [&) framenmain :
| |
||-20Dr 'Lé
| Eaene sanes &
e ~wddr ~3ufy %
|.||| H o +
; r 30 Dr
e =9 | x|
e ~™N a1 gy
LEJE®a s
T S
Output | Clear output |

File succesfully read:

D:YDATANELub Pallas'Robo ANSVOCHETSYEJs 3.47VSimulationsiMySimulations

4] i ] [»

Prostredie Easy Java Simulations (EJS) na vyssie uvedenom obrazku je uréené
na efektivnu tvorbu interaktivnych fyzikalnych modelov a simulécii. Jeho autorom je

Prof. Francisco Esquembre, ktory ho naprogramoval v jazyku Java v ramci projektu
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Open Source Physics.
EJS je z technického hladiska program, ktory zna¢ne zjednodusuje tvorbu dalsich
programov. Uz z nazvu je zrejmé, ze prostredie EJS pouziva na tvorbu simulacii

programovaci jazyk Java, ktory mé oproti inym jazykom mnozstvo vyhod:

e programy v nom vytvorené bezia na prakticky vSetkych dnes pouzivanych

platforméach
e umoznuje vytvarat tzv. applety, ktoré sa mozu volne Sirit po sieti internet

e umoznuje vytvorenie programu, ktory funguje ako applet na web stranke i ako

samostatna aplikacia, bez nutnosti rekompilacie
e kompilator jazyka Java nie je spoplatneny

Samozrejme jazyk Java méa aj isté nevyhody, napr. relativne pomalsi beh prog-
ramov, ¢i viiésia pamitova naroc¢nost. V pripade jednoduchych fyzikélnych modelov,
na tvorbu ktorych je EJS urcené, st tieto nedostatky nepatrné popri spominanych
vyhodéach.

Kazdy kto sa uz niekedy pokusil naprogramovat hoci aj jednoduchy fyzikalny
model vie, Ze vicsinu ¢asu i usilia musel venovat technickej stranke programu a nie
samotnému fyzikdlnemu problému. Az tu sa prejavi skutocnd sila prostredia EJS,
kedZe automatizuje mnoho tikonov pri vyvoji programu. Je to najmi tvorba gra-
fického pouzivatelského rozhrania (GUI) a zabezpecenie interakcie s pouzivatelom.
Navyse méa EJS zabudovany nastroj na rieSenie sustav obycajnych diferencialnych
rovnic, ktoré mozu predstavovat napr. pohybové rovnice ststavy hmotnych bodov.

Podrobnejsie informéacie o moznostiach a postupoch tvorby modelov v prostredi

EJS st obsiahnuté v pouzivatelskej prirucke (Esquembre, 2005).
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Priloha D
Aproximacia goniometrickych

funkcii pomocou geometrie

V mnohych teoretickych i praktickych vypoctoch pracujeme s goniometrickymi fun-
kciami velmi malych uhlov. Ako priklad moézeme uviest problém urcenia trajekto-
rie kyvadla pri malych rozkyvoch, kde nahradenie funkcie sinus linearnou funkciou
znacne zjednodusuje postup. Zvycajny postup aproximacie vSeobecnej funkcie tvori
najdenie jej Taylorovho polynému okolo vhodne zvoleného stredu a zanedbanie ¢le-
nov vyssich rddov. V pripade goniometrickych funkcii existuje aj neporovnatelne

jednoduchsi postup - vyuzitie geometrie.

Aproximécia funkcie sinus je trividlna. Dizka oblika na jednotkovej kruznici,
zodpovedajuceho uhlu ¢, je rovné velkosti tohto uhlu vyjadreného v radidnoch. Z
obrazka vyplyva, ze pre velmi maly uhol ¢ je dzka oblika prisltchajtca uhlu e
priblizne rovna jeho sinusu.

sine ~ ¢ (D.1)

V pripade funkcie kosinus pouzijeme postup R. P. Feynmana (Feynman, 1982),

ktory vyuziva platnost Pytagorovej vety. Z obrazka na dalSej strane vyplyva rovnost

12— (1-A)2=nhr? (D.2)
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ktort vieme dalej upravit

1+(1-A)]-[1-(1-A)=nr (D.3)
2-A)-A=h? (D.4)

Ak je uhol ¢ velmi maly, musi byt malé aj A. Preto méZeme priblizne pisat

2 — A~ 2. NavySe h = sine =~ ¢.

20 = ¢? (D.5)
2
A:% (D.6)

7 obrazka vyplyva, Ze cose = 1 — A. Pre kosinus sme teda dostali aproximéaciu

52

cose &~ 1— ) (D.7)
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