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Uvod

Je elektronické bankovnictvo bezpecné? Nemoze niekto pri naSich online ndkupoch
zneuzit citlivé informécie, ktoré zadavame pocitacu pri komunikécii s bankou?
Odpoved je naporudzi: Moéze. No iba pod podmienkou, Ze preloms Sifrovanie,
ktorym je komunikacia s bankou chranena. Sanca, Ze sa to niekomu podari, je
mizivd. Existuje vSak jeden spdsob komunikacie, pri ktorom je tato Sanca nulovd.
Vola sa kvantova kryptografia.

Prvy bankovy transfer v histérii s vyuzitim kvantovej kryptografie uskuto¢ni-
la skupina vedcov vedené prof. Antonom Zeilingerom z Viedenskej univerzity v
spolupraci s ARC Seibersdorf research GmbH dia 21. aprila 2004 [I]. Bankovy
transfer prebehol medzi Vienna City Hall — Steinsaal a pobockou Schottengasse
banky Bank Austria Creditanstalt. Bol nim prevedeny dar 3 000 € na ucet la-
boratoria prof. Zeilingera. Kvantovy prenos umoznili pary kvantovo previazanych
foténov.

Ked sme o kvantovej kryptografii poc¢uli prvykrét, neverili sme, Ze nieco také
moze existovat. Po niekolkych mesiacoch $tudia tych zdanlivo najnelogickejsich
veci, aké sme kedy poculi, sme o existencii nie¢oho takého stratili pochybnosti.
Kvantova kryptografia na nas urobila taky dojem, Ze sme sa rozhodli, Ze sa o to,
¢o sme sa naudili podelime a napiSeme tuto pracu. Rozhodli sme sa, Zze v nej o
kvantovej kryptografii uvedieme to, ¢o je podla nas najdolezitejsie a stanovili sme
si tieto ciele:

1. Vysvetlit, ¢o to vlastne kryptografia je a stru¢ne opisat principy najznamej-
sich kryptografickych metéd, ktoré sa pouzivali v minulosti i dnes.

2. Jednoduchym, no zaroven kvantovomechanickym spésobom popisat zakladné
zédkony popisujtice spravanie sa atomov striebra so spinom 1/2. Urobit to
takym spdsobom, aby v zaujme zjednoduSenia pochopenia popisu nedoglo
ku skresleniu informécii—ukazat to tak, ako to je v skuto¢nosti.

3. Opisat podmienky EPR experimentu, ktory kvantovokryptograficky protokol
priamo vyuziva, jeho povodny tcel a jeho dopad na chapanie sveta.

4. Popisat kvantovokryptograficky protokol a napisat program v jazyku Java,
ktory by ulah¢il pochopenie kvantového sveta zaujemcom o fyziku, ale aj
laikom.

PodTla tychto cielov bola zvolena aj struktira prace. Kazdému cielu zodpoveda
jedna kapitola.



UVOD 2

V prvej kapitole, KaZdy md svoje tajomstvd, sa venujeme stru¢nému vysvetleniu
terminolégie pouZivanej v kryptografii a dotykame sa aj historicky najznamejsich
sposobov Sifrovania. V tejto kapitole vysvetlujeme aj podstatu Vernamovej Sifry,
ktoré tvori jeden z pilierov kvantovej kryptografie.

Druha kapitola, Pohlad do mikrosveta, sa zaobera zékladnymi vlastnostami
atomov striebra so spinom 1/2. Na zaklade myslienkovych experimentov so Stern-
Gerlachovymi pristrojmi st v nej zavedené pojmy kvantovomechanicky stav a kvan-
tovomechanicka amplitiada.

Tretia kapitola, Hrd Boh v kocky?, rozobera Einsteinov-Podolskeho-Rosenov
myslienkovy experiment a jeho vylepSent verziu navrhnuta Johnom Bellom. Této
vylepSena verzia je druhym pilierom, na ktorom stoji kvantova kryptografia. Naviac
tato kapitola odvodzuje doélezity vysledok—atomy, ktoré v EPR experimente letia
z0 zdroja do lavého a pravého detektora neobsahuji az do okamihu detekcie ani
naznak informécie o tom, ktorymi otvormi pristrojov vyletia. Toto sa ukaZze vo
stvrtej kapitole ako dolezity faktor, ktory znemoznuje odpocuvat kvantovy prenos.

Stvrté kapitola, Superbezpecnd komunikdcia, popisuje detailne kvantovokryp-
tograficky protokol. Ukazuje, Ze Sance, Ze pri distribucii tajného kIi¢a moze dojst
k odpocutiu trefou osobou a my si to nevSimneme, vieme zredukovat prakticky k
nule. V tejto kapitole je stru¢ne popisana Java aplikacia, ktori sme vytvorili ako
doplnok tejto prace, a ktord by mala pomdct k lepSiemu pochopeniu kvantovej
mechaniky a kvantovej kryptografie u pripadnych zaujemcov.

Skor nez budeme pokracovat chceli by sme sa podakovat ¢loveku, bez ktorého
by sme tuto pracu nikdy nenapisali, pretoze bez neho by sme nikdy netusili, ako
zvlastne sa priroda v skutoc¢nosti sprava. Je nim RNDr. Slavomir Tuleja, ucitel
matematiky a fyziky na nasSej Skole, ktory bol konzultantom tejto prace a obeto-
val mnohé utorkové popoludnia na to, aby nas na fyzikidlnom kruzku zoznamil so
zakladmi kvantovej mechaniky. Okrem toho nam pomohol zorientovat sa v progra-
movacom jazyku Java, ktory nam pocas pisania tejto prace priniesol velmi zdbavné
momenty.

Okrem toho by sme cheeli vyjadrit vdacnost aj Tudom, ktori po precitani
tejto prace vyjadrili svoj néazor na nu, a tak nam pomohli urobit tuto préacu
zrozumitelnejsou. St nimi RNDr. Jozef Hané, PhD. z Ustavu fyzikalnych vied
Prirodovedeckej fakulty Univerzity Pavla Jozefa Safarika v Kosiciach a nas spolu-
ziak Peter Ondac.



Kapitola 1
Kazdy ma svoje tajomstva

Uz v casoch, ked na cele kazdého naroda stal kral, zacal mat c¢lovek potrebu
chranit si svoje tajomstva. Tato potreba sa stala eSte naliehavejSou po tom, ¢o
medzi narodmi zacali vznikat rézne konflikty. Vtedy najvacsi myslitelia tych ¢ias
prisli s tZasnym napadom—posielat informacie tak, aby ich nepriatel nemohol
precitat. Objavili kryptografiu.

1.1 Zakladné kryptografické pojmy

Pri popise tajnej vymeny informéacii je zvykom spominat tri osoby—Alicu, Boba a
Evu. Alica bude osoba, ktora bude Sifrovani informéciu odosielat. Bob bude osoba,
ktora bude tajnt informéciu prijimat. A napokon Evdll bude osobou, ktoré sa bude
pokusat (ilegélne) desifrovat tajna informéciu, ktort bude posielat Alica Bobovi,
a ktora bude chciet zostat neodhalena.

Okrem tychto troch 0osd6b budeme v praci spominat aj slova ako informdcia, klic
a Sifra. Ich pouzitie nemusi byt celkom jasné (napr. pod pojmom kIa¢ si modzeme
predstavit mnoZstvo veci), a tak ich tieZ struéne vysvetlime. Dalo by sa to zobrazit
takto:

informécia + klu¢ = sifra

Inak povedané, informacia je to, ¢o chceme, aby niekto vedel. KIG¢ je zase to, ¢o
pouZijeme na ochranu danej informécie. A §ifra je to, ¢o z toho vznikne.

1.2 Historia kryptografie

Pocas dlhej existencie si kryptografia vytvorila mnoho tvari—spdsobov akymi
chranila informacie. Tie mo6Zzeme rozdelit do dvoch velkych skupin, ktorymi st
transpozicia a substiticia [2]. V kazdej skupine je velké mnozstvo tych najroznej-
gich druhov ochrany informécii. Zhrnieme tu iba tie, ktoré boli najdoélezitejsie, a
ktoré v dejinach kryptografie (i mimo nej) zohrali najvacsiu rolu.

Do skupiny transpozicie (¢o je vlastne zdmena poradia pismen) patri napriklad
gifrovanie, ktoré je zaloZené na velmi jednoduchom principe—=Sifrovanie pomocou

!Meno vzniklo z anglického slova eavesdropper - Elovek, ktory odpociva.

3
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Normélnaabeceda‘A‘B‘C‘D‘E‘F‘...‘Y‘Z
E/F|G|H|...[A|B

Tabul'ka 1.1: Posunutie abecedy o tri znaky vyuzivané pri Cézarovej zadmene.

Posun o 3 pismena ‘ C ‘ D ‘

papierika navinutého na dreveny valéek. Princip spocival v tom, Ze sa na valéek
$pirdlovito navinul dlhy, tzky papierik podobne, ako keby ste obvédzovali ranu.
Potom sa na papierik napisala po dlzke valéeka spréava a papierik sa odvinul. Takto
napisany odkaz sa dal desifrovat iba opatovnym navinutim papierika na taky isty
valéek, aky bol pouzity pri Sifrovani.

Sifrovanie zname ako Cézarova zamena patrf uz do skupiny substiticie—zameny
pismena za iné pismeno. Tato Sifra spocivala v posune abecedy. Ak by niekto
chcel zasifrovat napriklad slovo ABECEDA, toto slovo by po zaSifrovani pomocou
Tabul'ky [Tl malo tvar CDGEGFC. Tito Sifru je velmi Tahké prelomit pomocou
frekven¢nej analyzy znakov, zaloZenej na tom, Ze pre dany jazyk sa v beZnom
texte vyskytuje kazdé pismeno s jeho charakteristickou pocetnostou, nezéavislou na
obsahu textu.

Do skupiny substitiicie patri aj Sifrovanie pomocou velmi znameho zariadenia
vyuzivaného pocas druhej svetovej vojny nemeckymi vojskami. Tym zariadenim je
Enigma. Pristroj bol zalozeny na troch otac¢avych kottcoch, z ktorych kazdy sa dal
nastavit do 26 roéznych poldh. Kazdé nastavenie kottucov urcovalo, ktoré pismeno
bude priradené l'ubovol nému pismenu abecedy. Po napisani kazdého pismena tajnej
spravy sa prvy kotac¢ posunul o jednu poziciu. Ak sa otocil o cela otacku dookola,
posunul o jednu poziciu druhy kotu¢. Ak sa aj ten otodil o celi otacku, posunul o
jednu poziciu treti kotu¢. Kazdé nastavenie kottucov zmenilo tabulku priradeni. To
viedlo k zvySeniu bezpec¢nosti prenosu informécii a nemoznosti pouzit frekvenénu
analyzu na deSifrovanie spravy. Napriek tomu nagli pol'ski matematici sposob ako
tato Sifru prelomit.

Stvrtym a zaroven najnovsim druhom je Sifrovanie pomocou RSA. Toto Sifro-
vanie spociva na principe vyuZivania jednosmernych matematickych funkcii, zalo-
zenych na operéaciach s obrovskymi prvodcislami. V sti¢asnosti je Standardom pri
prenose tajnych informécii cez internet, pretoze dnesné pocitace takto Sifrované
informécie (bez poznania kli¢a) nedokézu v rozumnom Case desifrovat 2

Vsetky tieto druhy Sifrovania, ¢i to uz bola Cézarova §ifra, alebo RSA maju
spolo¢nu jednu vlastnost. Daja sa (asponi v principe) prelomit. Inymi slovami—
vietky predchadzajtce druhy Sifier sa dali degifrovat aj bez poznania klic¢a—dali sa
desifrovat ilegalne. Je tu vSak jeden sposob, ako tplne zarudit bezpecnost idajov,
stukromnych informécii, ¢ inych malic¢kosti, ktoré by pri styku s okolitym svetom
mohli vyvolat burlivia reakciu. Nazyva sa Vernamova sifra B

2Ked informéaciu kone¢ne desifrujua, jej obsah bude uz davno nepodstatny.

3V angli¢tine sa Gasto nazyva aj one-time pad, teda blok na jedno pouzitie, &o stvisi s tym,
ze jeden kI'i¢ moZno bezpecne pouzit len raz. Pri viacnasobnom pouziti toho istého klti¢a sa da
toto Sifrovanie prelomit.
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’ Alica ‘ ’ Bob ‘
sprava | A H O J Sifra D M Q Q
kIaé 3 5 2 7 klaé 3 5 2 7
sifra D M Q Q sprava | A H O J

Tabulka 1.2: Spravu AHOJ Alica pomocou kli¢a zaSifruje na DMQQ. Tuto Sifru
moZe bezpefne poslat Bobovi verejnym kanélom. Bob spravu rozsifruje pomocou
toho istého klaca. Na rozdiel od Alice Bob posiiva pismena v abecede dolava.

1.2.1 Vernamova Sifra

Princip tejto Sifry (vid Tab. [[L2) spociva v tom, ze Alica kazdé pismeno spravy
v abecede ndhodne posunie doprava o isty podet znakov. To, o kolko znakov ho
posunie, urc¢uje kI'a¢, ktory sa sklad4 z tol'kych ¢&isel, kolko znakov mé sprava. Bob
potom pomocou tohto kIi¢a znaky Sifry posunie spéat a ziska povodni spravu. Na
postvanie v abecede mozu pouzivat jednoduchi pomécku—dva kotuce s abecedou,
ktoré mozno voci sebe natacat (vid Obr. [[L1]). Tuato Sifru nie je mozné prelomit,
kedZe napr. dvadsat-pismenové zaSifrované sprava moze zodpovedat ¢omukolvek,
¢o sa da zapisat dvadsiatimi pismenami.

(a) posunutie +1 (b) posunutie +2 (c) posunutie +3

Obrazok 1.1: Posunutia abecedy pri roznych hodnotach klaca, oznacenych ¢islom
pod kazdym obrazkom. Ak chceme zistit, aké pismeno priradit napriklad pismenu
H, nato¢ime vnitorny kotu¢ o tolko znakov ako urcuje k¢, najdeme na nom
pismeno H a prec¢itame aké pismeno mu zodpoveda na vonkajSom kotaci.

Preco sa Vernamova Sifra potom nepouziva? Suvisi to s jej nepraktickostou.
Ak ju chceme pouzit, musime zabezpecit, aby Alica aj Bob mali ten istjj ndhodny
kla¢. Ale ako dosiahneme aby ho mali obaja? Musia si ho poslat. Ale to nie je
bezpectné, pretoze ho niekto moze zachytit. Preto ho musia poslat zaSifrovany. .. Je
to teda bludny kruh.

Tu prichadza na scénu kvantova mechanika, ktora pontuka sposob, ako zabez-
pecit, aby Alica aj Bob mali ten isty nahodny kl'a¢, o ktorom si moézu byt isti, Ze
ho okrem nich nikto nepozna. Sposob, ktorym sa to dosiahne, sa nazyva kvanto-
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vokryptograficky protokol @

Skor nez vsak budeme moct povedat, ako tento protokol vlastne funguje, je
potrebné zoznamit sa s prostredim, z ktorého vychadza. Je to svet taky maly, Ze
nikto z nas ho doteraz nevidel na vlastné o¢i a maloktori z nas si ho v beznom
zivote uvedomuju—ije to svet atémov. Aj napriek tomu, Ze tento svet nemdZzeme
pozorovat priamo, vieme o fiom dost—dost na to, aby sme to mohli vyuzit vo svoj
prospech.

4Vtedy sa pouZiva binarna verzia Vernamovej sifry, s ktorou sa stretneme v @l kapitole.



Kapitola 2

Pohl'ad do mikrosveta

Aby sa tento svet dal I'ahSie pochopit, rozhodli sme sa ho opisat pomocou experi-
mentov a roznych situacii, ktoré pri nich mézu nastat. Inspirovali sme sa pri tom
Feynmanovymi predndskami z fyziky [4].

Vsetky nasledujice (myslienkové) experimenty st velmi podobné realnym ex-
perimentom. Tie vSak va¢sinou obsahuju mnozstvo komplikacii, ktoré museli ich
povodni tvorcovia odstranit. Ako sme v8ak uz spomenuli—toto buda myS8lienkové
experimenty, a tak sa tymito komplikdciami nemusime zaoberat.

V prvom experimente vyuZijeme pristroj, ktory sa nazyva podla svojich ob-
javitelov—Stern-Gerlachov pristroj (pozri Obr. 2.]). Podstatou tohto pristroja je
to, ze atéomy striebra, ktoré don vstipia sa ocitntt v nehomogénnom magnetickom
poli (oznacené ipkou), v dosledku ¢oho sa rozdelia na dve skupiny a z pristroja
vyletia jednym z dvoch otvorov—bud ,,+“ alebo ,,—“T

=

Obrazok 2.1: Jednoduchy Stern-Gerlachov pristroj a pohl'ad do jeho vnitra. Cier-
na $ipka na boc¢nej stene pristroja ma smer nehomogénneho magnetického pola a
zéroven ukazuje smer, v ktorom toto pole narasté.

Predstavme si teraz, Ze cez pristroj nechdme prechédzat zvazok atémov. Ak by
sme teraz pocas experimentu odstranili bo¢ni stenu pristroja a pozreli sa dovniitra,
videli by sme zvézok atomov, ktory sa poc¢as prechodu pristrojom rozdeluje na dva
zvazky tak, ako to vidime na Obr. 2l Pritom, ak by sme tento experiment nechali
beZat dostatoc¢ne dlho, zistili by sme, ze cez kazdy otvor prechadza asi polovica
atomov.

!Toto spréavanie sa atomov striebra je spésobené tym, Ze kazdy z nich sa v istom zmysle podoba
na mali¢ky magnet. Tato predstava vSak pri pouziti klasickych predpokladov (ako je predpoklad,
7e magnet ma konkrétnu orientaciu, Ze ma konkrétnu polohu a pod.) nevedie pre tento experiment
k spravnej predpovedi a preto ju nebudeme podrobnejsie rozvijat [3].
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Ak nechame cez pristroj letiet len jeden atéom, atom si nahodne vyberie otvor,
ktorym vyleti. Pravdepodobnost, Ze vyleti otvorom ,,+* je 1/2 a pravdepodobnost,
Ze vyleti otvorom ,,—* je tiez 1/2. Toto spravanie sa atému je ilustraciou pravde-
podobnostného charakteru kvantovomechanického popisu. Kvantovad mechanika ne-
vie predpovedat, ktorym otvorom atéom vyleti. Vie predpovedat len pravdepodob-
nosti vyletu jednotlivymi otvormi.

Skisme si teraz predstavit situéciu podobnu tej na Obr. Atomy, ktoré
vstupia do prvého pristroja vyletia bud cez ,,+“, alebo cez ,,—* otvor. Pri tomto
experimente atéomy, ktoré vyletia cez ,,—* otvor ignorujeme a do druhého pristroja
nechéame vstapit iba atémy, ktoré z prvého pristroja vyleteli cez ,,+ otvor. Po
prelete cez druhy pristroj pozorujeme, Ze vSetky atéomy vyletia cez otvor ,,+.

Obrazok 2.2: Dva Stern-Gerlachove pristroje.

Znamend to, Ze atomy si svoj stav pamétaji, a ak boli zmerané a vysli cez
otvor ,,+, tak aj pri nasledujicom merani takym istym pristrojom budid znovu
zaradené do ,,+*.

Takyto vysledok experimentu nam teda hovori, Ze otvorenim iba jedného otvoru
sme vytvorili zvazok, ktorého spravanie v pristroji rovnakého typu, ako bol pévod-
ny pristroj, je mozné predpovedat. VSetky atémy v takomto zvézku si v rovnakom
stave. Takyto zvazok potom nazyvame polarizovany zvazok.

2.1 Pokusy so Stern-Gerlachovymi pristrojmi

Pre dalgie pokusy si Stern-Gerlachov pristroj trochu upravime—bude o nieco
zlozitejsi, no nasledujice pokusy tym znac¢ne zjednodusime. N&S novy pristroj,
ktory je zobrazeny na Obr.[2.3] budu tvorit dva zrkadlovo otocené Stern-Gerlachove

pristroje.

Obrazok 2.3: Zlozeny Stern-Gerlachov pristroj.

Atomy, ktoré do nasho pristroja vletia buda jeho prvou ¢astou rozdelené do
dvoch skupin, podobne ako v predchadzajucich experimentoch. Ked v8ak vyletia
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cez otvory ,,+“ a ,,—“, vletia do otvorov ,,+“ a ,— druhej ¢asti pristroja. Druh4

Cast pristroja bude pdsobit presne opac¢ne ako prva a rozdelené zvizky atomov
znovu spoji do jedného zvézku.

Vkladanim prekazky medzi prva a druhu ¢ast pristroja (¢im zablokujeme jeden
z otvorov) budeme moct vybrat stav, v akom bude atéom po tom, ¢o opusti nas
zloZzeny pristroj. Aj tu plati, Ze atéomy si svoj stav budd pamétat, a ak postavime
dva zloZené pristroje za sebou, mdze nastat situacia ako je na Obr. 241

o tHY Wt

Obrazok 2.4: Dva zlozené Stern-Gerlachove pristroje za sebou.

V prvom zloZenom Stern-Gerlachovom pristroji sme zablokovali kovovou plat-
nickou otvor ,,—“, a tak vSetky atémy, ktoré prejda cez prvy pristroj sa v stave,
ako keby presli cez jednoduchy pristroj cez otvor ,,4+“. V druhom pristroji bol tiez
zablokovany otvor ,,—*, no kedZe st atémy po prejdeni prvym zloZenym pristrojom
polarizované, tak druhym zlozenym pristrojom prejda (hornou ,, 4+ vetvou) vsetky.

Zobrazenie vylepSeného Stern-Gerlachovho pristroja je dost zloZité. Preto si
pre zvySenie prehladnosti zavedieme symbol, ktory bude reprezentovat takyto

vyl(fpS(fIly pI‘lStl“() .
( )

S
Tento symbol (oznac¢ujuci pristroj S) viak bude vyjadrovat nielen samotny pristroj,
ale aj to, ¢i je v tomto pristroji zablokovana niektora z vetiev. Ak bude zablokovana
vetva ,,+“, do symbolu priddme za znamienko ,,+* zvisla ¢iaru. Podobne to bude
pri vetve ,,—*. V nasledujicich experimentoch budeme vyuZivat nasledujice tri
symboly:

Zablokované vetvy || ziadna | vetva ,+“ | vetva ,,—“
Oznadenie { t } { i_l } { i_l }

Ak budeme mat, tak ako na Obr. 2.4, dva pristroje, kde v oboch bude prie-
chodné iba ,,+“ vetva, pomocou symbolov ich zobrazime takto:

IR 22

-1 -1
S S’
Pri tomto experimente cez druhy pristroj vystipia vSetky atéomy, ktoré don z
prvého pristroja vstapili (buda si pamdatat, ako boli zmerané v prvom pristroji).
Ak v8ak zostavime pristroje nasledovne
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+ +H
-1 _ (2.3)
S S’

z druhého pristroja nevystapi Ziaden atém—vsetky péjdu v druhom pristroji vrch-

nou vetvou, kde budu zachytené (napr. kovovou platni¢kou). Ziadne atémy neprej-
da druhym pristrojom ani pri pokuse:

{ ? o 24
[ ()

S S’
prejdd druhym pristrojom vsetky atémy.

No pri pokuse

2.2 Stavy a amplitady

PopiSeme teraz $tyri posledné experimenty (experiment 2.2 23] 2.4] a 25]) kvanto-
vomechanickym spésobom. No na to, aby sa tieto pokusy kvantovomechanickym
sposobom dali popisat, je potrebné uviest tplné zéklady tohto druhu popisu. Pri
popise budeme vyuZzivat Diracovu notéciu, ktora je v kvantovej mechanike bezna
[4]. V tomto druhu notécie sa stavy atémov oznacuju nasledovne: ak atém presiel

cez pristroj
_|_
)
S

(musel prejst jeho ,,+“ vetvou, pretoze vetva ,,— bola zablokovana) jeho stav po
tom, ako vyleti z pristroja ozna¢ime |+S). Naopak, ak by v pristroji bola zablo-
kovana vetva ,+“, atom by presiel vetvou ,—“ a jeho stav by bol |—S5).

Atom, ktory je v istom stave |a) mozeme namerat s istou pravdepodobnostou
v inom stave |b). Mierou tejto pravdepodobnosti je kvantovomechanickd ampliti-
da, ktort ozna¢ime ako (bla) (koncovy stav vlavo, zaciatoény stav vpravo—ako
v hebrejéine). Amplitada (bla) je komplexné ¢islo, ktorého velkost umocnena na
druht | (ba) |?, predstavuje pravdepodobnost toho, Ze atém v stave |a) najdeme v
stave |b).

Teraz uz mozeme urcit, aké amplitidy buda prislachat k jednotlivym experi-
mentom. Pri experimente atéom po prechode prvym pristrojom vyletel otvorom
»+, a teda jeho stav bol |+S). Potom vzdy presiel druhym pristrojom a jeho stav
sa nijako nezmenil. Pravdepodobnost, Ze ndjdeme atom, ktory bol pévodne v stave
|+S) znovu v stave |[+S5), je 1. MéZeme napisat:

(+S[+5) =1
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Pri experimente [2.3] v8ak z druhého pristroja nevysli Ziadne atomy a preto:
(—=S|+S)=0

Podobne pri experimente [2.4] dostavame
(+S]—-S)=0

a pri experimente je to zase
(=S|—-8)=1

Tieto vysledky mdZzeme zapisat do matice a dostaneme:

|+S -8
+S| 1 0 (2.6)
-S| 0 1

V kvantovej mechanike nazveme stibor stavov |[+S) a |—S) bdzové stavy.

2.3 Existuju aj iné stavy?

Mozeme si vSak polozit otazku: Existuju aj nejaké iné stavy ako |[+S) a |—S)?
Doteraz sme pracovali iba so stavmi [+5) a |—S), pretoze vietky atomy prechadzali
cez pristroj S. Co by sa v8ak stalo, ak by sme si do experimentu zaradili nejaky
iny pristroj, ktory by sa od pristroja S v nieCom odliSoval.

Skusme si predstavit situéciu, Ze bude druhy pristroj vo¢i prvému pootoceny
o isty uhol (ozna¢me si tento uhol gréckym pismenom 6). Vznikne nam situacia
podobné tej na Obr. ZH Prvy pristroj je rovnaky ako tie, ktoré sme pouzivali
doteraz. Preto si ho aj ozna¢ime ako pristroj S. Druhy sa v8ak uz v nie¢om odlisuje
(v uhle natocenia). Preto ho ozna¢ime inak—mnapr. 7.

—t | P77

Obrazok 2.5: Dva zlozené Stern-Gerlachove pristroje; druhy je vo&i prvému
pootoceny o uhol 6.

Aj pre druhy pristroj pouZzijeme uz opisany symbol—zmeni sa vSak jeho ozna-
Cenie. Rovnako ako pri predchadzajicich pristrojoch, aj tu moézeme oddelit atémy
tym, Ze nechdme prechodnu iba jednu vetvu. MoézZeme si teda zostavit nasledujuci

experiment:
+ +
SIREY 27
S T
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BREl

-1
s

alebo aj experiment

Co sa stane, ak takéto experimenty spustime? Ak by sme nechali napriklad
bezat experiment 2.7 zistili by sme, Ze aj ked do druhého pristroja vstupili atomy
po tom, ako vSetky presli vetvou ,,+“ prvého pristroja (teda pred vstupom do
druhého pristroja su v stave |+5)), nie vietky atomy, ktoré do druhého pristroja
vstapili z neho aj vyleteli. Znamena to, Ze niektoré z nich museli letiet spodnou
vetvou a zastavit sa na prekazke, ktora blokovala otvor ,,—*. Podobne pri experi-
mente 2.8 sa vietky atomy v druhom pristroji nezastavia na prekazke a niektoré z
neho vyletia.

To nam dost jasne dokazuje, Ze ak st atémy v uréitom stave vzhladom na S,
nie st v tomto stave vzhladom na 7" (napr. ak by v experimente [Z7 boli atémy v
stave |[+7T) vyleteli by v8etky, no v skuto¢nosti vyleteli iba niektoré).

Tu sa vynara zaujimava otazka: Co stane s atomom v stave |+S) ak ho pristroj
T nameria v stave |-7")? Bude si pamaétat, ze niekedy bol v stave |+5)? Odpoved
nam poskytne nasledujici experiment:

+ +H +
EIREIREY =
S T S’

Treti pristroj S’ je tplne rovnaky ako pristroj S. Chceme vediet, ¢ si atomy,
ktoré prechidzaju tretim pristrojom spomend na to, ze uz niekedy presli pristrojom
S cez otvor ,,+“. Ak ano, tak by vietky atomy, ktoré vyletia z pristroja T mali prejst
pristrojom S’.

Vysledok: Neprejdua. Iba urcité mnozstvo z tych atéomov, ktoré prejda pristro-
jom T prejde aj pristrojom S’. To znamena, Ze stav |+S5), ktory atém nadobudol
pri prejdeni cez pristroj S bol nahradeny stavom |—7) po prejdeni pristroja 7'
Tiez hovorime, Ze stav |+S) skolaboval pri merani pristrojom 7" do stavu |—T7).

Nakoniec eSte uvedieme tabulku podobni tabulke v rovnici ([2.6]). St v nej
uvedené amplitiudy toho, Ze atoém, ktory sa nachadza v niektorom zo stavov |+S),
alebo |—S) vo&i prvému pristroju S, zmeria pristroj 7' v niektorom zo stavov |+7T),
alebo |=T'). Pre rozsiahlost jej odvodenia sme si ju len poZciali z literatary [4]:

| +s | =S
+T | cos(6/2) | sin(6/2) (2.10)
-T ‘ —sin(0/2) ‘ cos(0/2)

Na Obr. je znazornené ako zavisi pravdepodobnost toho, Ze atom v stave
|+S) nameria natoceny pristroj 7' v stave |[+7'), od uhla natocenia 6. Tato prav-
depodobnost bola vypoé¢itana pomocou amplitudy (+7'| + 5).

Matica (2.I0]) je velmi prirodzena, o ¢om sved¢i napriklad to, Ze pre uhol § = 0°,
ked atom prechadza dvoma rovnakygmi pristrojmi, musi druhym vyletiet tym istym
otvorom. Preto sa vtedy pravdepodobnost vyletu otvorom ,,4+ rovné 1. NavySe pri
uhle # = 180° je pravdepodobnost, Ze atém vyleti z druhého pristroja cez ,,+“ otvor
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>

0° 00° 180° 270°  360°

Obrazok 2.6: Graf zavislosti pravdepodobnosti |(+T| + S)|? toho, Ze atom, ktory
je v stave |[4+S) voéi pristroju S, nameria aj pooto¢eny pristroj 7' v stave |[+77), od
uhla 6.

nulova, pretoze pristroje st navzijom opacne natofené—vsetky atéomy vyletia v
druhom pristroji otvorom ,,—“. No a nakoniec, ak uhol pristrojov je 8 = 90°, tak
je rozumné ocakavat, Ze atoém si s rovnakou pravdepodobnostou bude vyberat ,, 4+
aj ,— otvor. Preto sa pravdepodobnost vyletu otvorom ,+“ rovna 1/2.



Kapitola 3

Hra Boh v kocky?

Albert Einstein je znamy svojou nechutou ku kvantovej mechanike. Téato jeho
nechut je zhmotnena v jeho slavnom vyroku [5]: ,,Boh nehrd v kocky.“ Einstein nim
chcel vyjadrit svoj odmietavy postoj k tvrdeniu kvantovej mechaniky, Ze fyzikéilne
vlastnosti fyzikalnych systémov vznikaji aZz pri ich merani a nie st objektivne
pritomné uz pred meranim, a uz vébec nie nezavisle od merania [6].

Snad najtvrdsi Einsteinov atok na kvantovi mechaniku predstavuje jeho ¢lanok
z roku 1935, ktory napisal spolu s Borisom Podolskym a Nathanom Rosenom [7].
Zverejnili v hom argument, ktory podla ich slov dokazoval, Ze kvantova mechanika
zlyhava pri podavani kompletného popisu reality. O niekol'ko rokov neskor (1964)
navrhol John Bell experiment [§], ktory by umoznil zistit, ¢i ma pravdu Einstein,
alebo zastancovia kvantovej mechaniky. Trvalo skoro dalsich 20 rokov, pokym bol
takyto experiment zrealizovany [9].

3.1 EPR experiment

Na zddvodnenie svojho postoja Einstein, Podolsky a Rosen navrhli sldvny Einstei-
nov-Podolskeho-Rosenov myslienkovy experiment T V experimente st vyuzité tri
pristroje—dva jednoduché Stern-Gerlachove pristroje, ktoré st zrkadlovo natoc¢ené
oproti sebe a jeden zdroj, ktory vystreluje pary atémov smerom k pristrojom
(pozri Obr. BJ). Zdroj vysiela k detektorom atéomy v Specidlnom, kvantovo pre-
viazanom stave2 ktorého matematicky popis uvedieme neskor. Experimentatorku,
ktor4 obsluhuje Tavy pristroj nazveme Alica a experimentatora pri pravom pristroji
nazveme Bob. Zdroj nemusi byt nutne v strede medzi pristrojmi, mdze byt blizsie
k jednému z nich. Budeme kvoli konkrétnosti predpokladat, Ze zdroj je o niekol'ko
centimetrov bliz8ie k Alici. Atémy letia zo zdroja rovnako rychlo, a tak ako prva
zaregistruje svoj atéom Alica, a aZ o isty Cas po nej zaregistruje svoj atom aj Bob.

Kvantova mechanika pre takyto experiment predpovedé, Ze ak l'avy atom vyleti
z lavého pristroja cez otvor ,,+*, tak vieme s istotou povedat, ze pravy atéom vyleti
z pravého pristroja cez otvor ,,—, resp. ak by Tavy atom vyletel pri Alici cez otvor

!Pouziva sa skrateny nazov ,,EPR experiment®.
2Vedecky termin pre takyto stav je entanglovang stav z anglického entangled state. V tejto
praci sme pouzili slovensky ekvivalent, hoci odbornici sa viac pridfzaja anglického.

14
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S, zdroj | T
— lavy pravy e
— atom atom —

Obrazok 3.1: Schéma usporiadania pristrojov v povodnom EPR experimente. Oba
pristroje sa orientované v rovnakom zvislom smere. Pri Tavom pristroji je Alica a
pri pravom Bob. Medzi pristrojmi je zdroj parov atémov striebra v Specidlnom
previazanom stave, z ktorych kazdy leti do jedného z pristrojov. Predpokladame,
7e zdroj nie je presne v strede, ale je o niekolko em blizgie k Alici.

»,—" tak pravy by potom zarucene vyletel pri Bobovi cez otvor ,+.

KedZe obidva pristroje st orientované tym istym smerom, mozno ich oba ozna-
¢it rovnakym symbolom S. Predpoved kvantovej mechaniky sa teraz da formulovat
takto: Ak Alica zaregistruje lavy atom v stave |+S), tak Bob pravy atém nameria
s istotou v stave |—S). A ak Alica nameria svoj atom v stave |—S), tak Bob najde
svoj zarucene v stave |[+S5). Pritom do stavu |+S), alebo |—S) atomy prejda ihned
po tom, ¢o prebehne Alicino meranie.

Ako moze byt stav atému na jednom mieste (pri Bobovi) okamzite ovplyvneny
tym, Ze na inom mieste (pri Alici) bolo uskuto¢nené meranie na inom atome?
Takéto spravanie sa atémov poruSuje princip lokdlnosti, ktory hovori, ze ak sa
pri Alici nieCo stane, mdZe to ovplyvnit udalosti pri Bobovi, ale nie okamZite.
Informaécia o tom, Ze sa pri Alici nieco stalo, musi postupne prejst od Alice k Bobovi.
Informéaciu mézu niest napriklad elektromagnetické viny, alebo iné hmotné nosice.
NavySe Einsteinova Specidlna tedria relativity je v tomto netdprosna: Maximalna
rychlost Sirenia sa takejto informaécie je ¢, rychlost svetla vo vakuu.

Presne toto trapilo aj Einsteina—dokonca tieto deje aj pomenoval strasidelné
posobenie na dialku? Einsteinova predstava o fyzike bola zaloZena na predpoklade,
Ze to, ¢o redlne existuje pri Bobovi (teda konkrétna tendencia atomu@ vyletiet neja-
kym konkrétnym otvorom—bud ,,+* alebo ,,—*, teda to, ¢o sme volali doteraz stav
atdmu) by nemalo zavisiet na tom, aky je vysledok Alicinho merania niekde inde.
Tiez by to malo byt nezavislé na tom, ¢ vobec nejaké meranie Alica uskutocnila.

Finstein sa pridizal tejto svojej predstavy a navrhol jediné vysvetlenie javov
predpovedanych v EPR experimente kvantovou mechanikou, ktoré mohlo byt s
jeho predstavou konzistentné. Podla neho mus? byt u Tavého aj pravého atému
uz dévno pred prechodom pristrojmi redlne pritomnd tendencia vyletiet nejakym
konkrétnym otvorom. D& sa povedat, Zze musia mat kazdy ,,jasno” v tom, ktorymi
otvormi vyletia. Uz zo zdroja si kazdy z nich so sebou ponesie skryta instrukciu
kadial ma vyletiet. To, aby vylietali rozne oznacenymi otvormi mozno zariadit tak,
ze ich instrukcie buda opa¢né (vid Tab. B]). Problém s komunikaciou Tavého a

3Spooky actions at a distance.

Vo fyzike sa tejto tendencii atomu hovori priemet magnetického momentu atému do zvislej
osi. Pre atomy striebra nadobuda len dve hodnoty, +=mg, podla toho, ¢ je atém v stave |+5),
alebo |—S). Pritom mp = 9,27 - 1072*J. T~ je Bohrov magnetén.
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pravého atomu nadsvetelnou rychlostou sa tym padom vyriesi, lebo kazdy z nich
je potom ,samostatny” a nemusi sa ,pozerat® ¢o robi ten druhy. Takze komuni-
kovat nepotrebuja. NavySe pri takejto predstave vysledok Alicinho merania neov-
plyviuje vysledok Bobovho merania, lebo uZ od samého zaciatku je tento vysledok
predurceny. Einsteinovo vysvetlenie vyuzivajice skryté instrukcie teda uspokojivo
vysvetlTovalo predpoved kvantovej mechaniky pre EPR experiment.

Tabulka 3.1: Mozné dvojice instrukcii pre Tavy a pravy atom pri EPR experimente.
Napriklad dvojica ,,(+) < (—)“ znamen4, ze lavy atém vyleti otvorom ,,+“ a pravy
otvorom ,,—“.

V aprili 1948 Einstein optimisticky napisal Maxovi Bornovi [6], Ze aj ked uva-
zuje vSetky jemu dovtedy zname fyzikalne javy popisované tak dspesne kvantovou
mechanikou, stale nemdze nikde ndjst Ziaden fakt, vdaka ktorému by mohlo za-
¢at byt pravdepodobné, Ze poziadavku nezéavislej existencie fyzikalnej reality treba
opustit. O 16 rokov neskdr takyto fakt nasiel John Bell.

3.2 Fakt sa nasSiel — Bellov teorém

Bell navrhol pévodny EPR myslienkovy experiment trochu pozmenit. Namiesto
povodnych pevnych Stern-Gerlachovych pristrojov navrhol vyuzit pristroje, ktoré
sa mozu otacat okolo svojej pozdlznej osi do troch smerov: Do smeru A, ktory
je zhodny so zvislym smerom, do smeru B, ktory so zvislym smerom zviera uhol
6 = 120° a do smeru C, ktory so zvislym smerom zviera uhol § = 240° (pozri

Obr. B2)).

]* 0 S

Obréazok 3.2: Vylepseny EPR experiment, ktory navrhol Bell. Lavy aj pravy de-

tektor st otoéné okolo pozdlznej osi. Mozno ich kazdy nezévisle natocit do jedného
zo smerov A, B a C.

Ked pristroj zmeni smer, stdva sa z neho ing Stern-Gerlachov pristroj. Kvéli
jednoduchosti budeme v dalsom pristroje Alice a Boba oznacovat podla ich smerov
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ako A, B alebo C. Potom ked atém vyleti z ,,+% otvoru pristroja B, bude v stave
|+B), ked z ,,— otvoru pristroja A, bude v stave |—A) a pod.

Zdroj vystreli par atémov v previazanom stave k Alicinmu a Bobovmu pristro-
ju. Este predtym ako atémy doletia k pristrojom, Alica aj Bob ndhodne natocia
svoje pristroje do niektorého z troch smerov A, B a C. Potom pozorujui, ktorymi
otvormi atémy z ich pristrojov vyletia.

Kvantova fyzika pre tento experiment predpovedé, ze ak budua Alicin aj Bobov
pristroj nastavené do rovnakgch smerov (AA, BB, CC), tak lavy aj pravy atom
budu vylietat vzdy z rézne oznacenych otvorov (lavy ,+*“ a pravy ,—“ alebo lavy
,—* a pravy ,+%), ¢o je v zhode s povodnym EPR experimentom. Ak v8ak budu
Alicin a Bobov pristroj nastavené do réznych smerov (AB, AC, BA, BC, CA,
CB), tak sa moze stat, ze niekedy lavy atom pri Alici a pravy atom pri Bobovi
vyletia z rovnako oznaceného otvoru (lavy ,,+“ a pravy ,,+“ alebo lavy ,,— a pravy
777“)'

Ak s pristroje nastavené do rovnakych smerov, je aj v tomto experimente
vysledok merania na pravom pristroji okamzite ovplyvneny vysledkom merania na
Tavom pristroji. Preto ak aj tento experiment chceme vysvetlit v zhode s Einstei-
novou predstavou o fyzike, musia aj v tomto experimente atémy opustat zdroj s
inStrukciami, z ktorého otvoru maja vyletiet. Tentoraz vSak pri vzniku paru ato-
mov nie je jasné, v ktorom smere bude natoc¢eny Alicin a Bobov pristroj v okamihu
preletu. Preto musi kazdy z atémov niest so sebou pre istotu tri instrukcie, ktoré
mu povedia, ktorym otvorom ma vyletiet, ak najde svoj pristroj nato¢eny do smeru
A, B, alebo C. Hovorime, Ze atomy so sebou nest instrukéné sady. Napriklad Tavy
atom s inStrukénou sadou (+ — +) pri natoceni Alicinho pristroja do smeru A
vyleti cez otvor ,,+“, pri natoceni do smeru B vyleti cez otvor ,,—, a pri natoc¢eni
do smeru C vyleti znovu cez otvor ,,+“. Ak si pristroje natocené rovnako, atomy
musia vyletiet opa¢nymi otvormi. Preto musia byt instrukéné sady atému letiace-
ho k Tavému pristroju a atému letiaceho k pravému pristroju navzajom opacné.
Prehl'ad vSetkych moznych dvojic instrukénych sad je znazorneny v Tab.

GrHeoC-7)] [FH=E=)
Gr)eoC-7] [(C-DoE+)
F-HeoCr)]  [CF)=E—1
F-eoC+n]  [C-o=E+h

Tabulka 3.2: Zoznam moZnych dvojic instrukénych sad pre Tavy a pravy atom.

Bell si dal otazku, ako ¢asto budi v tomto experimente za horeuvedenych
predpokladov vyletovat Alicin a Bobov atém z rézne oznadenych otvorov?
Ako sa neskor ukéze, prave toto bola cesta ako najst rozpor medzi Einsteinovym
klasickym popisom a kvantovou mechanikou.

3.2.1 Predpoved pravdepodobnosti s vyuzitim instrukénych sad

Na to, aby sme mohli urc¢it, aka je pravdepodobnost toho, Ze atémy opustia pri-
stroje rozne oznaCenymi vystupmi, si vypiSme vSetky mozné kombinécie vysledkov,
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ktoré mozeme dostat (vid Tab. [3.3).

| | AA AB AC _BA BB BC CA CB CC| P |

++H) (=) += += += += += += += += +—| 1

++-)e=(=-+H | +—= +— ++ += += ++ — —— —+|5/9
+-HeE=+)| +— ++ += — -+ —— += ++ +=15/9
(+-—)e=(=++H| +—- ++ ++ - -+ —+ — -+ —+|5/9
—+H)e(H->)| + — — ++ += += ++ += +=|5/9
—+-)e=H-+H| + — -+ ++ += ++ -+ —— —+|5/9
(- eH+-)| —+ —+ — 4+ —+ — ++ ++ = ]5/9
——)eHE+H|] + —+ —+ —+ —+ 4+ -+ -+ —+|1

Tabulka 3.3: Prehlad vysledkov experimentov pre rozne orientacie Tavého a
pravého pristroja pri pouziti vsetkych moznych instrukénych sad. V poslednom
stipci st pravdepodobnosti toho, Ze pri danej indtrukénej sade vyletia atomy roz-
nymi otvormi.

7 Tab. mozeme zistit aka je pravdepodobnost vyletenia atdbmov rézne ozna-
Cenymi otvormi pre kazdi moznu insStruként sadu. Pre dand instrukéna sadu ju
ur¢ime ako podiel po¢tu orientacii pristrojov ktoré veda k tomu, ze atémy vyletia
cez rozne otvory a po¢tu vSetkych roznych orientécii pristrojov (tych je 9). Vidime,
ze pre vSetky sady okrem prvej a poslednej je to 8. Pri prvej a poslednej sade je to
1. To, aka bude pravdepodobnost toho, Ze Tavy aj pravy atom vyletia rézne ozna-
¢enymi otvormi, zavisi od zdroja atémov, presnejsie od toho, akymi instrukénymi
sadami a ako ¢asto si1 vystrelované pary atémov vybavované. Isté ale je, Ze sa bude
pohybovat niekde medzi g al.

3.2.2 Predpoved pravdepodobnosti s vyuZitim
kvantovej mechaniky

Na to, aby sme Bellov experiment vedeli popisat kvantovomechanickym sposobom
potrebujeme vediet popisat stav pdru atémov. Predpokladajme na chvilu, Ze Alicin
aj Bobov pristroj st oba nastavené do smeru A. Ak by opustal par atémov zdroj
v stave |[+A, —A), tak by bolo isté, ze Tavy atom vyleti cez otvor ,+“ a pravy cez
otvor ,,—*. Podobne, ak by opustal par atomov zdroj v stave |—A, +A), tak by bolo
isté, ze Alicin atom vyleti cez otvor ,,—* a Bobov cez otvor ,, 4. Takéto vyjadrenia
stavu paru atémov teda nepredstavuji nami spominany previazany stav.
V odbornej literatire [6] sa pre previazany stav paru atémov uvadza nasledujuci
vztah®
v)

A, —A) — ——|—A, +A) (3.1)

1 1
=5 i

5 Vo vieobecnosti moze mat par atémov stav:

kde a, b, ¢ a d st amplitady pravdepodobnosti, Ze atéomy najdeme v stavoch |+A,+A),
[+A,—A), |-A,+A) a |-A, —A). Pritom musi platit, ze |a|® + |b]* + |¢|*> + |d|* = 1.
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Ak par atémov opusta zdroj v takomto stave, tak ho Alicin aj Bobov pristroj
(oba natocené do smeru A) nameraju s pravdepodobnostou 1/2 v stave |[+A, —A)
a s rovnakou pravdepodobnostou v stave |—A,+A). Dalej vidime, ze vidy, ked
pri Alici vyleti atom cez otvor ,,+*, musi previazany stav |¥) skolabovat do stavu
|+A, —A). V opa¢nom pripade musi skolabovat do stavu |—A, +A).

Teraz uz nechybaji ziadne informécie na to, aby sme si zostavili tabulku
pravdepodobnosti pre Bellov experiment (vid Tab. B4). Pre kazdé nastavenie
pristrojov (spolu devét) mozu nastat Styri situacie: aj lavy, aj pravy atom moze
vyletiet cez ,,+*, Tavy moze vyletiet cez ,+* a pravy cez ,,—, Tavy cez ,—* a pravy
cez ,,+“, alebo oba cez ,—“. V tabulke budeme mat teda 36 pravdepodobnosti.
Pravdepodobnost skonc¢enia atomov v uréitom stave si vypocitame tak, Zze najprv
vypoc¢itame amplitidu toho, Ze previazany stav |¥) najdeme v danom stave, a
potom uré¢ime druhtt mocninu jej velkosti.

Napriklad pre koncovy stav |+ B, —C') zodpovedajici tomu, ze lavy atoém vyleti
z pristroja orientovaného do smeru B cez ,,+ otvor a pravy atém vyleti z pristroja
natoceného do smeru C' cez ,,—* otvor ju vypocitame takto:

1
+B,—C|¥) = (+B,—C| | —= |+ A4, —A) — — |—A, +A4)| =
(+B, ~CI¥) = (+B,~C| | S5 [+4,—A) )

|

V2
—i<+B —Cl+ A —A>—i<+B —C|— A, +A) =
_\/5 I ) \/i ) I -
1 1

= 5 (FBI+ A) (=Cl = A) = = (+B] = 4) (~C| + 4)

Podl'a vztahov (2.10) moézeme nahradit amplitidy nasledujicimi hodnotami:

1 0 o L. o , o
5008(120 /2) cos (240°/2) — \ﬁsm(lQO /2) [—sin (240°/2)]

Za uhol 0, ktory vo vztahoch (2I0) vystupuje, dosddzame uhol, ktory zvieraju
medzi sebou pristroje A a B alebo A a C' (v naSom pripade teda 120° alebo 240°).
Po aprave ziskame vysledok

11

2.2

Pravdepodobnost javu, Ze pri orientécii pristrojov do smerov B a C' vyletia atémy
cez otvory ,,.+“ a ,,— bude

(+B,—-C|¥) =

1
(+B,—Clw)f = <.

Takymto sposobom sa da doplnit cela tabul'ka [3.41

Teraz pomocou tejto tabulky zistime odpoved na otazku, ktort si polozil Bell:
AKkA4 je pravdepodobnost, Ze lavy a pravy atéom vyletia z rozne oznadenych otvorov?

Predstavme si, ze Alica a Bob zopakuja svoj pokus 9 000 000 krat. Kazda z
moznych deviatich orientécii pristrojov bude pouZitd v priemere rovnako Casto,
teda 1 000 000 krat. Z Tab. B4l vidime, Ze ak st orientécie pristrojov Alice a Boba
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| AA| AB| AC | BA| BB | BC|CA|CB|CC
++ [ 0 [3/8[3/8]3/8] 0 [3/8[3/8]3/8] 0
+— 12818 1/81/2[1/8]1/8]1/8]1/2
—+ 1218 ]1/8[1/8]1/2|1/8[1/8[1/8[1/2
— | o [3/8]3/8[3/8] 0 [3/8]3/8]3/8] 0

Tabulka 3.4: Tabulka pravdepodobnosti vyletov roznymi dvojicami otvorov pre
rozne natocenia pristrojov, predpovedanéa kvantovou mechanikou.

rovnaké, vyletia atémy rézne oznacenymi otvormi vZdy. Ak st orientécie pristrojov
rozne, vyletia atomy rozne ozna¢enymi otvormi v 1/8 + 1/8 = 1/4 pripadov.

Spoditame teraz, kol'ko z 9 000 000 opakovani experimentu povedie k vyletu ato-
mov opacne oznacenymi otvormi: Orientécie pristrojov buda rovnaké pri 3 000 000
opakovani, z ktorych vylet opa¢ne oznacenymi otvormi nastane pri vietkych. Zaré-
tame preto 3 000 000. Orientéacie pristrojov budi rézne pri 6 000 000 opakovani, z
ktorych vylet opaénymi otvormi nastane u jednej Stvrtiny. Zardtame teda 1 500 000
pozitivnych vysledkov. Spolu nastane skimany jav v priemere pri 4 500 000 opako-
vani experimentu, ¢o je polovica v8etkych opakovani. Jeho pravdepodobnost musi
teda byt 1/2.

Kvantova mechanika predpoveda, Ze pravdepodobnost, Ze Tavy a pravy atom
vyletia r6zne oznacenymi otvormi je % Teéria inStrukénych sad, na rozdiel od toho,
predpovedé, ze tato pravdepodobnost méa byt vécsia ako 8. Obe teorie su takto v
spore. To, ktora z nich nie je spravna, moze rozhodnut experiment.

3.3 Co hovori experiment?

Analogické experimenty, ktoré vykonal Alain Aspect [9] ukazuju, ze pravdepodob-
nost toho, ze atomy vychédzaju roéznymi otvormi je naozaj % 7 argumentacie
Johna Bella teda vyplyva, Zze atémy, pritom, ako letia zo zdroja do detektorov,
nemaji ziadne instrukéné sady. Tym padom pocas letu atébmov k pristrojom
nie je predurcéené, ktorymi otvormi vlastne vyjdi, a preto atémy ne-
nest ziadnu informaéaciu o svojom budicom spravani sa v detektoroch.
Tato informacia sa tvori az pri merani na pristrojoch. Bell naviac ukazal,
7e atomy sa naozaj nespravaju lokalne deterministicky? a dany stav nadobudaja
az ked st zmerané. Einsteinova snaha udrzat doktrinu, Ze fyzikalne vlastnosti veci

SExistuju viaceré zloZitejsie variacie takychto experimentov, pri ktorych je rozdiel predpovedi
kvantovej mechaniky a tedrie instrukénych sad ovela vacsi [3]. Pri niektorych sa dokonca pred-
povede lisia az do takej miery, ze zatial ¢o kvantova mechanika predpoveda pravdepodobnost
1, tedria inStrukénych sad predpoveda nulu—experimenty znovu dokazujui zhodu s kvantovou
mechanikou.

"Napriek tomu, Ze pri jednoduchom EPR experimente, pri ktorom je Tavy pristroj blizsie pri
zdroji atomov ako pravy, experimentator pri lavom pristroji vie hned po tom, ako zaregistru-
je Tavy atom, ako vyleti z pravého pristroja pravy atom, nevie to experimentator pri pravom
pristroji. Musi si pockat na vysledok experimentu. Preto sa neda hovorit, Ze by sa medzi experi-
mentatormi §irila informécia nadsvetelnou rychlostou. Einsteinova Specidlna teodria relativity teda
nie je narusené.
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st vo vSeobecnosti objektivne redlne a nezéavislé od pozorovania, sa tak ukazala
ako neudrzatelna. Ako povedal Pascual Jordan [10]

Pozorovanie nielen Ze ovplyviiuje to, ¢o chceme odmerat, ono to vytvara
...Sme to my, kto prikazuje elektréonu, aby zaujal konkrétnu polohu
... Sami produkujeme vysledky merani.



Kapitola 4

Superbezpecna komunikacia

4.1 Kvantovokryptograficky komunika¢ny protokol

Uz v tvode préce sme spomenuli, Zze komunikacia pomocou kvantovokryptogra-
fického protokolu je nezlomitelnd—inymi slovami, neda sa odpocuvat. Ako je to
v8ak mozné? A ako bude prebiehat samotné komunikacia?

Dajme tomu, Ze Alica chce poslat Bobovi informéaciu v tvare: ,,a“ (spravu
tvori jedno malé pismeno a). PouZije bindrnu verziu uZ spominanej Vernamovej
Sifry. Prvou vecou, ktortt musi Alica urobit, je preklad spravy do binarnej stusta-
vy (napriklad pomocou tabulky ASCII—pozri priloZzené CD). Sprava v binarnej
stustave vyzera takto: 1100001.

Dalsim krokom bude, Ze sa kazd4 ¢islica zaSifruje pomocou nahodnej zmesi nal
a jedniciek (kli¢a), a to nasledujicim sposobom: Nula ponechava Sifrovanu ¢islicu
v povodnom stave; jednicka meni ¢islicu na opa¢ni, teda 0 na 1 a 1 na 0 (vid Tab.
[47]). Teraz uz moze Alica odoslat 8ifru (zasifrovant informéciu), pri¢om sa nemusi
obévat toho, Ze ju niekto zachyti, pretoze bez kltca 8ifru nedesifruje nikto.

A tu sa dostavame k dalsSiemu problému. Bez kluca Sifru nemodze deSifrovat
nikto—teda ani Bob. Alica mu nemoéze poslat kl'a¢, pretoZze by ho musela znovu
zaSifrovat, a to by Bobovi velmi nepomohlo. Potrebujeme teda vyriesit problém
distribucie kl'aca.

Nastastie je tu jedno rieSenie. Spomenme si na to, ked sme opisovali vylepseny
EPR experiment (¢ast B.2] str. [[6). V tomto experimente atéomy pri rovnakom
natoceni pristrojov vychadzali vZdy réznymi otvormi, pricom to, ktorym otvorom

’ Alica ‘ ’ Bob
sprava | 1100001 Sifra 0001000
kIag 1101001 kIag 1101001
Sifra 0001000 sprava | 1100001

Tabulka 4.1: Spravu 1100001 Alica pomocou klica 1101001 zasifruje na 0001000.
Tuato Sifru moze bezpecne poslat Bobovi verejnym kanalom. Bob spravu rozsifruje
pomocou toho istého kluca.

22
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| [1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20|
wm|B B C AC BB B A C A B A B B A B A A A
a|l- - + + + + - 4+ + - - - - + + - - - + -
as/0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0
hW|/A B B B CBACB C C C C B C A C B A A
b |- + + - - - - - - 4+ - - - - 4+ + 4+ - - +
b3 0 01 1 1 1 1 1 0 1 1 1 00 0 1 1 0

| k| 0 1 1 0 1 0 1 0|

Tabulka 4.2: Zaznam udajov, ktoré si pre prvych 20 vygenerovanych parov zaz-
namenaju Alica a Bob. V prvom riadku tabulky st poradové &sla parov atémov,
v riadku a1 st uvedené smery Alicinho pristroja, v riadku as st zaznacené otvory,
ktorymi vysiel na pristroji atém a v riadku as je preklad jej vysledkov merania do
jednotiek a nul. Podobny vyznam maja riadky by, bs a b3, ktoré sa tykaja Boba.
Posledny riadok k predstavuje klac.

ten ktory atém vyleti, bolo uréené az ked atomy vstupili do pristrojov a boli zme-
rané. Predstavme si teda, ze Alica bude mat jeden Stern-Gerlachov pristroj a Bob
bude mat druhy. Medzi nimi bude—podobne ako v experimente—zdroj atomov
v previazanom stave. Co musia Alica a Bob urobit, aby obaja ziskali kI'a¢, ktory
bude sluzit na Sifrovanie a desifrovanie informécii? UkaZeme si to na konkrétnom
priklade dvadsiatich vygenerovanych parov atomov (vid Tab. [d.2).

1. Po vygenerovani kazdého paru Alica aj Bob ndhodne natocia svoje pristroje,
kazdy do jedného z troch smerov, pricom si kazdy z nich zaznamené tri veci:
(1) poradové ¢islo paru atomov, (2) smer natoCenia svojho pristroja a (3)
¢islo 1 alebo 0 podla nasledujucich pravidiel: Ak na Alicinom pristroji vyleti
atom cez ,,+* otvor Alica si zaznaci 1. Ak vyleti cez ,,— otvor zaznadi si ¢islo
0. Podobne bude postupovat Bob, len s tym rozdielom, Ze on si zaznadi Cisla
opacne. Ak Bobov atéom vyleti cez otvor ,,+*, zaznaci si 0 a ak cez otvor ,,—*,

zaznali si 1 (vid Tab. [d.2]).

2. Po namerani 20 atémov Alica posle verejnym kanalom (napr. obycajnym
telefonom) Bobovi zoznam poradovych ¢&isel s prislichajicimi natoceniami
svojho pristroja, teda v nasom pripade zoznam

BBCACBBBACABABBABAAA.

Bob jej obratom cez verejny kanal posle zoznam poradovych ¢isel parov, pri
ktorych sa natocenie jeho pristroja zhodovalo s jej nato¢enim, teda zoznam
2,5,6,10,14,16,19,20 (vid Tab. £2]). Ak nahodou verejny kanal odpociva
Eva, znalost tychto informaécii jej nijako nepoméze poznat kl'u¢. Teraz Alica
aj Bob zobert svoje jednotky a nulky z tychto pozicii a vytvoria z nich kI'aé.
V nasom pripade ziskaju 01101010. Tak ziskajt zoznam jednotiek a nil, ktory
maji obaja spolo¢ny.
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3. Na zéver si este Alica a Bob cez verejny kanal porovnaji ndhodne vybrant
polovicu bitov kluca, aby sa ubezpecili, Ze ich Eva neodpoéuvala (pozri na-
sledujtcu ¢ast). Napriklad Alica zavola Bobovi a povie mu: ,,Posli mi treti,
stvrty, Sesty a siedmy bit kIa¢a.“ Bob jej do telefonu oznami, Ze tieto bity
st 1,0,0 a 1. Alica tieto bity porovna so svojimi a kedZe st rovnaké, uzavrie,
Ze ich nikto neodpocuval. Takto zverejnené 4 bity teraz zahodia a pouzija
zvy$né 4 bity: 0110. Tieto jednotky a nulky teraz mozu pouzit ako kIa¢ pri
komunikacii, ktortt sme uz popisali. Ak by Alica pri tomto porovnani bitov
zistila, ze jej a Bobove bity sa nezhoduja, bol by to znak toho, Ze ich Eva
odpoc¢uva. Preto by vygenerovany klu¢ s Bobom nepouZili a skusili by ho
generovat znovu, pripadne by sa pokusili ndjst Evu.

Je zrejmé, Ze na vygenerovanie dostatoéne dlhého nahodného kluéa treba ge-
nerovat velmi vela parov atémov. Z nich zhruba % bude vyuzita na ziskanie kl'ica,
ked'Ze Alicin a Bobov detektor budt mat rovnaké smery v priemere v jednej tretine
pripadov a z nich polovica sa pouZije na porovnanie. V dalgej ¢asti sa pozrieme na
to, ako ovplyvni situdciu Eva, ked sa bude snazit odpocivat distribiciu kl'aca.

4.2 Aké si1 Evine Sance”

Ak chce Eva rozsifrovat spravu, ktora posiela Alica Bobovi, musi poznat kI'a¢. Ne-
zostava jej teda ni¢ iné ako ,nacuvat® pri procese distribicie kl'aca. Vezme preto
svoj Stern-Gerlachov pristroj a umiestni ho medzi zdroj previazanych péarov ato-
mov a Alicin pristroj, tak, aby vSetky atomy, ktoré letia k Alici preleteli cez jej
pristroj. Predpokladajme pre jednoduchost, Ze ho nato¢i do smeru AT,

Zamerom Evy je pomocou svojho pristroja zistit, ako vyleti atéom z Alicinho
pristroja. Hlavnym vysledkom Kapitoly Bl bolo to, Ze ked Tavy a pravy atém péaru
letia k pristrojom, nevedia este ktorymi otvormi vyletia. Tato informécia vznika
az pri detekcii v pristrojoch Alice a Boba. Tu vidiet, Ze Evina snaha ziskat tuto
informéciu eSte predtym, ako atomy zaregistruju Alica a Bob, je méarna. Eva ju
bude svojim meranim vytvéarat a ako uvidime, nebude tazké, aby si to Alica a Bob
v&imli.

Teraz podrobnejsie. Ak maji ndhodou Alica aj Bob svoje pristroje nastavené
obaja do smerov A, tak sa Eve podari ziskat informéaciu o tom, ktorym otvorom
vyleti atom pri Alici. Vytvori ju totiz sama Eva. Ak by napriklad Eva zaregistrovala
lavy atom v stave |+A), tak by musel preletiet Alicingym pristrojom cez otvor
1. Pravy atém by musel Bobovym pristrojom preletiet cez otvor ,,—*. Povodny
previazany stav atomov |¥) by tak Eva svojim meranim zmenila na stav |[+A, —A).
Ak by Eva zaregistrovala lavy atom v stave |—A), povodny stav |¥) by skolaboval
na stav |—A,+A). Teda Eva dokdZe nepozorovane precitat tie bity kltuca, ktoré
vzniknu z orientacii oboch pristrojov do smeru A. V Tab. to zodpoveda 16. a
20. paru atémov.

Ak by mali Alica aj Bob orientované svoje pristroje obaja do smeru B, situacia
by sa zmenila v neprospech Evy. Predpokladajme, Ze by Eva zaregistrovala lavy

Vo vSeobecnosti ho méze mat natoeny do Tubovolného smeru, kedze nevie, ktoré tri smery
si vybrali Alica a Bob na komunikaciu.
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atom v stave |[+A). Povodny previazany stav |¥) by potom skolaboval na stav
|+A, —A). Vypocitame teraz, akd je pravdepodobnost toho, Ze Alica najde lavy
atom v stave |+B) a Bob néjde pravy atém v stave |—B). Keby sa to totiz stalo,
Eve by sa podarilo odpo¢ut prave prenaSany bit kIi¢a a Alica ani Bob by o tom
nevedeli (atomy by u nich vysli z réznych otvorov).

Najprv vypoéitame amplitadu (+B, —B| + A, —A). Budeme postupovat rov-
nako ako v Kapitole [3

(+B,—B|+A,—A) = (+B|+A)(-B|-A) =
= co0s(120°/2) cos (120°/2) = i

Pravdepodobnost potom bude 1/16.

Alica a Bob by nevedeli, Ze ich Eva odpociuva ani v pripade, Ze by Alica nasla
svoj atom v stave |—B) a Bob svoj atém v stave |[+B). LenZe v tomto pripade by
Eva ziskala odpoc¢uvanim opa¢ny bit ako oni, ¢o by jej nepomohlo.

Vo zvysnych dvoch pripadoch, ked by Alica nasla svoj atom v stave |[+B) a
Bob svoj atom v stave |+B), alebo ked by Alica nasla svoj atom v stave |—B) a
Bob svoj atom v stave |—B), by mohli Alica a Bob vz&jomnym porovnanim svojich
bitov zistit, Ze st rozne, ¢o by svedcilo o pritomnosti Evy. Pritom v prvom z tychto
pripadov by Eva uhédla spravny bit Alicinho klIti¢a a v druhom nie.

Mohli by sme teraz vypocitat aj pravdepodobnosti spominanych troch pripa-
dov. Tabul'ka [£3] uvadza prehlad vysledkov takychto vypoctov. Je z nej vidiet,
Ze mezdvisle na tom, aky bit nameria Eva, plati, ze ak Alica a Bob nasmeruju
obaja svoje pristroje do smeru A (pravdepodobnost 1/3), ziskaju rozne bity s
pravdepodobnostou 0. Ak pristroje nastavia obaja do smeru B (pravdepodobnost
1/3), tak ziskaju rozne bity s pravdepodobnostou 3/8. No a nakoniec, ak pri-
stroje nastavia obaja do smeru C' (pravdepodobnost 1/3), tak ziskajia rozne bity
znovu s pravdepodobnostou 3/8. Z tabulky vyplyva, Ze pri Evinom nepretrzitom

odposluchu bude pravdepodobnost toho, Ze Alica a Bob nezaznamenaji rovnaky
bit

Lgpl 3,18 1

3 3 8 3 8 4
| [ AlB|C] | A[B[C]
[(+S, 451+ A,-A)P | 0 | & | 2| |[(+S,+S|-A,+A))P |0 | & | &
[(+S, =S|+ A, -A) | 1 | & | & || [(+5 -S| -4,+4)7 |0 | 2|2
(=S, +S|+ A, A | 0 | 2| 2 || (=S, +S|-A+A)) | 1 | & | &
(=S, =S|+ A,-A | 0 | 3| 2| |(=5-S|-4+4)]7 |0 | 2|3

Tabul'ka 4.3: Prehl'ad pravdepodobnosti réznych moznych koncovych stavov paru
atomov v pripade, ze Eva nameria lavy atom v stave |+A) (vlavo) resp. v stave
|—A) (vpravo) a Alica a Bob maja svoje pristroje nato¢ené obaja do rovnakého
smeru S, kde S je bud A, B, alebo C.
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Teda v priemere $tvrtina bitov kltuca, ktory ziskaju Alica a Bob sa nebude u Alice
a Boba zhodovat.

Vieme, Ze v poslednej faze distribtucie kluca si Alica a Bob navzajom porovnaji
len ndhodne vybranid polovicu bitov kl'a¢a. Aka je pravdepodobnost, Ze by pri tom
neodhalili Evu? Ak si porovnaju n bitov, tak tato pravdepodobnost bude

(-2

Vidime, Zze bude tym mensia, ¢im dlhsi kI'a¢ generujia. Ak by vygenerovali 2 000
bitovy kl'a¢ a z neho si porovnali 1 000 bitov, bola by pravdepodobnost, Ze pri tom
neodhalia Evu 0,759 ~ 1,15 - 107125, ¢o je prakticky nula. Vidime, Ze pouzitim
kvantovokryptografického protokolu nevieme odpoc¢avaniu zabranit, ale vieme ho
rozoznat.

4.3 Java applet

) vt d mechassion B
Spaf do hlavnite menu Pamst mi Ukandi program
Viastnosi pokusic
Aliein snaty b
Aica &
Aica B
Aica €
. Ninodne
. Eoboy analyzén
. b A
Eob i
o ©
. Ninadne
S Evin anatyzés

Obrazok 4.1: 'V okne aplikacie sa zobrazuju simulécie experimentov.

KedZe v stcasnosti sa o ochrane prenaSanych informécii hovori najma v su-
vislosti s internetom a pocitacmi, rozhodli sme sa ako siucast tejto prace vytvorit
pocitacovy program (applet) v jazyku Java, ktory by simuloval deje prebiehajice
v mikrosvete atémov. Tento program sa zaoberd dvoma zékladnymi témami—
kvantovou mechanikou a kvantovou kryptografiou. f)alej je program rozdeleny na
jednotlivé Casti, ktoré sa potom zaoberaji samotnymi experimentami. Ku vSetkym
Castiam sa pristupuje priamo z hlavného menu.

Prva ¢ast je simulacia pokusu, ktory vyuZzivali vo svojom argumente Einstein,
Podolsky a Rosen. V tejto Casti vas program oboznami s tplnymi zédkladmi tej
Casti kvantovej mechaniky, ktorej sa tykala tato préca.

Druha ¢ast sa zaobera experimentom, ktory navrhol John Bell. Od predchadza-
jucej Casti sa liSi aj tym, Ze pri tomto experimente sa moze stat experimentatorom
kazdy, pretoze program pontka moznost zmenit nato¢enie oboch pristrojov, a to
bud do zadaného smeru, alebo nahodne.
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Tretia cast patri uz do kvantovej kryptografie. V tejto Casti vam simulacia
dovoli nahliadnut do tej ¢asti kvantovej kryptografie, ktoré je spojené s kvantovou
mechanikou. Aj tu moZete priebeh experimentu riadit, a tak nasimulovat rozne
situacie a pozorovat vysledky vaSej prace.

Kazda z tychto ¢asti obsahuje moZznost automaticky uskutocnit viac experi-
mentov, pri¢om po ich uskutoénen{ vam program zobrazi vysledky vsetkych expe-
rimentov a pocetnost jednotlivych vysledkov.

A na zéaver je tu aj posledna cast aplikacie, v ktorej si budete méct vyskusat
(aspon virtuélne), aké je to byt Alicou, Bobom, ¢ dokonca Evou. Touto ¢astou
je hra, ktor4 sa sice na problém kvantovej kryptografie pozera trochu z nadhl'adu,
ale pritom sa nijako neodklana od kvantovomechanickych zakonov. Snazili sme sa
ju napisat tak, aby dokézala vzbudit zaujem o kvantova kryptografiu aj u tych,
ktory maju k fyzike trochu dalej.

Cela aplikicia sa da spustit priamo z prilozeného CD. Hned po spusteni sa
zobrazi uz spominané hlavné menu. Ovladanie aplikicie je intuitivne, no ak by
ste si z iou ndhodou nevedeli rady, mozete si pomodct pomocnikom, v ktorom je
podrobne popisané ovladanie kazdej ¢asti programu.

Na zaver by sme radi podotkli, Ze vSetky mené, internetové a emailové adresy,
pouzité v hre sua fiktivne a pripadnéd podobnost je ¢isto nahodné.



Zaver

Na zaver zhrnieme, ¢o vSetko sa nam podarilo v praci dosiahnut:

1.

Oboznamili sme sa s najznamejsimi druhmi kryptografie, ktoré sa vyuzivali
v minulosti, a ktoré sa vyuzivaja v sicasnosti.

. Zoznamili sme sa s kvantovomechanickym popisom atémov striebra so spinom

1/2.

. Popisali sme EPR experiment a tiez jeho zdokonalend verziu. Zoznamili sme

sa s Bellovym dokazom toho, Ze lavy a pravy atom si pri lete zo zdroja ne-
nesu instrukéné sady a teda nemaji ziadnu hodnotu priemetu magnetického
momentu. T ziskavaji aZz pri merani na lavom a pravom pristroji.

. Na zaklade tohoto experimentu sme popisali kvantovokryptograficky protokol

a vypocitali sme pravdepodobnost toho, Ze Eva zostane pri pouziti tohto
protokolu neodhalené.

. Na zaklade vytvorenej teérie sme vytvorili aplikidciu v programovacom jazyku

Java, ktora zaujemcom pomoéze lepsie preniknit do situacii, ktoré nastavaji
pri experimentoch opisanych v tejto praci.

Splnili sme teda vSetky ciele, ktoré sme si dali v ivode préce. Pritom praca ma
aj prakticky uzitok, kedZe spolu s interaktivnym Java programom moze sluzit ako
ucebny text k netradi¢nému zoznadmeniu sa s kvantovou mechanikou, ktory mézu
pouzit veduci fyzikalnych krazkov, pripadne uéitelia na seminaroch z fyziky.

Uplne na zaver by sme chceli vyjadrit este jedno nase Zelanie do budicnosti.
Svoju ¢innost v tejto oblasti by sme chceli zakonéit vytvorenim a spravovanim in-
ternetovej stranky, ktord bude pomahat ziakom a Studentom so zadujmom o ziskanie
novych informacii z takého lakavého sveta, akym svet kvantovej mechaniky celkom
urcite je.

28



Literatura

[1]

2]

3]

4]

[5]
[6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

World Premiere: Bank Transfer via Quantum Cryptography Based on Entan-
gled Photons [online]. [cit. 2006-02-04]. Dostupné na internete: <www.secoqc.
net/downloads/pressrelease/Banktransfer_english.pdf>.

Singh, S.: The Code Book CD-ROM |online]. [cit. 2006-02-04]. Dostupné na
internete: <http://www.simonsingh.net/Code_Book_Download.html>.

Styer, D. F.. The Strange World of Quantum Mechanics. Cambridge: Cam-
bridge University Press 2000.

Feynman, R., Leighton, R., Sands, M.: Feynmanove predndsky z fyziky, 5. diel.
Bratislava: Alfa 1990.

Born M., The Born-Finstein Letters. New York: Walker 1971.

Mermin, N. D.: Is the Moon There When Nobody Looks? Reality And Quantum,
Theory. In: Physics Today, ro¢. 38, april 1985, ¢. 4, s. 38-47.

Einstein, A., Podolsky, B., Rosen, N.: Can Quantum-Mechanical Description
of Physical Reality Be Considered Complete? In: Physical Review, ro¢. 47,
maj 1935, s. 777-780.

Bell, J. S.: On the Einstein Podolsky Rosen Paradox. In: Physics, 1964, ¢. 1,
s. 195-200.

Aspect, A., Dalibard, J., Roger, G.: Experimental Test of Bell’s Inequalities
Using Time-Varying Analyzers. In: Physical Review Letters, ro¢. 49, december
1982, ¢. 25, s. 1804-1807.

Citované v Jammer, M.: The Philosophy of Quantum Mechanics. New York:
Wiley 1974, s. 151.

Christian, W.: Open Source PHYSICS: A User’s Guide with Examples. San
Francisco: Pearson Addison Wesley 2006.

29


www.secoqc.net/downloads/pressrelease/Banktransfer_english.pdf
www.secoqc.net/downloads/pressrelease/Banktransfer_english.pdf
http://www.simonsingh.net/Code_Book_Download.html

Zoznam priloh

1. CD, na ktorom sa nachadza Java applet a elektronicka verzia tejto prace vo
forméate Portable Document Format (*.pdf).
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